Marcel Déleze

§ 2 Espaces vectoriels réels

3¢ et 4° année post-obligatoire [1° et terminale de lycée], option scientifique

Introduction et motivation

On donne les vecteurs suivants :

1 3 . 3
u = |=2| , u = [—-1| et u, = |4
3 5 1

Nous voulons résoudre, avec des méthodes générales, le probléme suivant (entre autres) :

ces trois vecteurs sont-ils situés dans un méme « plan vectoriel F qui contient aussi le

vecteur 0 »?
Dans ce § 2, nous expliquerons que
* le « plan vectoriel F qui contient aussi le vecteur 0 »estun sous-espace vectoriel de
R®
« (U, d,, d,) estunefamille génératrice de F :
= (MU R U+, | Ay, Ay MER]
. (4,, d,, d,) estune famille linéairement dépendante, car
U, = —3U+2U, < 304,—20,+U, = 0 ;ainsi, il existe (A,,\,,A;)#(0,0,0) tels
que A i+ M40, = 0 ;
« (d,, U,) estune famille linéairement indépendante, car il n’existe pas
(A, 2,)#(0,0) tels que A i+, = 0 , ce qui équivaut
(Nt +2, 0, = 6) = (M=1,=0) ;

* F est un sous-espace de dimension 2 dont une base est (u,, u,)

En particulier, il s’agit d’introduire la terminologie utile pour aborder de telles questions et de
définir les expressions qui, ci-dessus, ont été mises en caracteres gras.
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§ 2.1 Axiomes des espaces vectoriels réels

Vous savez déja que les vecteurs du plan obéissent aux regles de calcul énumérées ci-dessous. Vous

verrez que les vecteurs de 1’espace obéissent aux mémes regles. Comme il existe beaucoup d’autres

situations ou ces mémes regles sont valables, il est utile de dégager la notion d’espace vectoriel.

Soit E un ensemble de vecteurs.

E est muni d’une loi de composition interne, dénommée « somme de deux vecteurs » qui, a deux

vecteurs, fait correspondre le vecteur « somme » :

EXE - E

+:
(@, v) » G+v

E est muni d’une loi de composition externe, dénommeée « produit d’un vecteur par un scalaire »

qui, a un nombre réel et un vecteur, fait correspondre le vecteur « produit » :

RXE = E
(A, V) > AV

L’ensemble muni des deux lois de composition (E, +, - ) vérifie les axiomes suivants :

-

1.1 YViu,v,weE (i+V)+w=u+(V+w)
1.2 30€E telque YU€E U+0=i
1.3 VU€E 3(-U)€E telque T+(—1)=0
1.4 Viu,veE u+v=v+i

2.1 YV AueR VUeE (hu)-u=h-(u-i)
2.2 YueE 1-iu=u

2.3 VAER Yi,veE A (U+V)=ATU+A-V
2.4 YV A u€ER VUEE (A+u)ti=hU+wl

Dans le cas ou toutes ces hypotheses sont satisfaites, (E, +, - ) est appelé espace vectoriel réel.

Dans ce cours, nous aurons souvent

E = R*= { X x,yEIR} ou
y

E=R’= | x,y,z€R

N <
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§ 2.2 Sous-espaces vectoriels

Définition
Soit (E, +, - ) un espace vectoriel et FcE . On dit que F est un sous-espace-vectoriel de E si les
restrictions des deux lois de composition + et - a F font de (F, +, - ) un espace vectoriel.

Exemple: E = R’ muni des opérations + et - usuelles ;

X
F =1y|lx,yeR
0

Remarque : les sous-espaces {6} et E sont appelés sous-espaces triviaux de (E, +, - ).
Les autres sont appelés sous-espaces stricts de (E, +, - ).

Proposition

F est un sous-espace vectoriel de (E, +, - ) si et seulement si F est stable pour les deux lois de
composition, c’est-a-dire

1. UEF et VEF = (U+V)EF et

2. A€ER et UEF = (MU)EF

§ 2.3 Famille génératrice

Famille de vecteurs

Une famille de vecteurs est une liste ordonnée de n vecteurs de E, notée (,,,,...,d,)

n

Combinaison linéaire
Soit (d,,u,) une famille de 2 vecteurs de E. On dit que V est une combinaison linéaire de

(d,,d,) sietseulement si il existe des scalaires A ,h, telsque V = A,-U+A, U,

Géométriquement, on peut s’imaginer que Vv appartient au sous-espace vectoriel sous-tendu par
les vecteurs (i, ,i,)

-
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Plus généralement, on dit que Vv est une combinaison linéaire de la famille (u,,u,,...,d,) siet

seulementsi vV peut s’écrire sous la forme V = AU +A, U+ AN U,

Famille génératrice

Etant donné une famille de vecteurs (i,,,, ...,0,) , on peut former I’ensemble des combinaisons

linéaires de la famille :
F = |ht#h i+, | Ak, €R|

On montre aisément que F est un sous-espace vectoriel de (E, +, - ).

On dit que F est le sous-espace engendré par la famille (u,,u,,...,U,) , ce que I’on note
F = £(uu,..,u, (ou avec le symbole %7 ).

On dit aussi que (u,,d,,...,U,) est une famille génératrice de F.

Critere

Soit E un espace vectoriel et FcE

(G,,G,,--»g,) estune famille génératrice de F si et seulement si

£(g,,GyG,) = F

Démonstration
C = puisque F est un sous-espace vectoriel, si  g,,§,,...,g,€F , alors les combinaisons
linéaires de ces vecteurs appartiennent aussi a F, c’est-a-dire  £(g,, g,,...,g,) < F ;
“ = Pour montrer que F < £(g,,d,,...,g,) , il faut prouver que :
VveF 3\,\,,..,N,ER telsque Vv = A -g,+\, G, +...+N G,
C’est-a-dire que le systéme d’équations Vv = A, G, +A,y G+ ...+ A G,
Ay
posséde au moins une solution A = M quel que soit VEF . I
A
Exemple 1
X 1
La droite vectorielle |y | = t-({-2|, t€R est engendrée par une famille constituée d’un seul
z 3
1 R —2
vecteur (U,) ,avec parexemple o, = [—2| oubien u', = | 4
3 -6
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Exemple 2

X
Le plan vectoriel F = {|y | x,y€R} est engendré par la famille de deux vecteurs

-1
F est aussi engendré par la famille de trois vecteurs (u,,u,,d,) ot , = | o | ,
0
1/2 1
U, = | —-1| et U, = (2
0 0
Théoréme

Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, pour vérifier que FcG , il n’est pas nécessaire
de considérer tous les vecteurs de F, car il suffit de le vérifier pour un systéeme de générateurs de F.
Plus précisément :

Soient F = £(f,,f,s..f,) e G = £(g,,d,,.,g,) deux sous-espaces vectoriels de E.

Alors FcG sietseulementsi Vi€(1,2,..,m] f.€G ,cest-a-dire les m systémes

d’équations f, = h,g,+A,sg,+...+ N g, possédent chacun au moins une solution
M
5= (™
I

§ 2.4 Famille linéairement indépendante

Exemple 1

2
Dans I[R® , on donne

= fof e = () o= )

Dans cette situation, les quatre propositions suivantes sont vraies :

(i) lafamille (i,,d,,d,) n’est pas minimale : la sous-famille stricte (i,,u,) engendre le

méme sous-espace que (i, ,U,,U;) ;
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(ii) un vecteur (au moins) de la famille est combinaison linéaire des autres ; par exemple

(—2) _ _2.5.(1)+(_1).(—11/2) , C’est-a-dire

0

U, = —2.5:U,+(—1)1,

(iii) pour (au moins) un vecteur v ,1’expressionde Vv comme combinaison linéaire de
(4,,d,,d,;) n’estpas unique ; par exemple,

v = 0-u,+0-U,+1-U,
v = (=2.5)-u,+(—1)-U,+0-u,

(iv) la représentation du vecteur nul comme combinaison linéaire de  (&,,u,,d;) n’est pas
unique :
0 = 0-u,+0-u,+0-u,

0 = 2.5-,+1-i,+0-ii,

Exemple 2

3
Dans IR’ , on donne

et U, =

=

&

|
oo R

=

N

|
=)
R oo

Dans cette situation, les quatre propositions suivantes sont vraies :

(i) lafamille (i,,u,,u,) est minimale, c’est-a-dire que les sous-espaces engendrés par

(q,,d,) , (4,,a,) , (d,,u,) sont tous différents de 1’espace engendré par

(ii) aucun des trois vecteurs n’est combinaison linéaire des deux autres ; par exemple, le

N , . . ) — - — . 7\‘
systeme d’équations linéaires u, = A,-u;+A;-u; n’apas de solution ( 7\1 ;
3
(iii) pour tous les vecteurs
X
y| = xu+y-t+z-u;
z
et les coefficients X, y, z sont déterminés d’une maniére unique ;

(iv)le systéme d’équations 0 = A -if,+A,-i,+h,i, n’apas d’autre solution que
A =k, = A =0
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Théoreme et définition
Pour une famille (LT1 Uy, ,Jn) de vecteurs de E, les propositions suivantes sont équivalentes :
() lafamille (i,,u,,...,u,) est minimale, c’est-a-dire que toute sous famille stricte engendre
un sous-espace qui n’est pas égal a E ;
(ii) aucun vecteur de la famille (i,,d,,...,u,) n’est combinaison linéaire des autres ;

(iii) si Vv = AU+, U,+...+A U, ,alors les coefficients A ,A,,...,A, sontdéterminés

d’une maniére unique ;

(iv)la représentation de 0 comme combinaison linéaire de (if,,i,,...,0,) est unique, c’est-
a-dire le systéme d’équations linéaires 0 = A,-U,+\, U,+...+A U, a pour unique
solution A, = A, = .. = A, =0

Lorsqu’une (au moins) de ces propositions est vraie, on dit que la famille de vecteurs

(4,,d,,...,u,) estlinéairement indépendante ou libre. Dans le cas contraire, on dit qu’elle est
linéairement dépendante ou liée.

Démonstration
“(H= ()~ par contraposition : “ non(ii) = non(i) ”
supposons par exemple que U, = AyUjt..+h, U+ U+t AU, alors e

— -

-1
sous-espace engendré par la famille (i,,..., U -1 U PRIy i,) coincide avec celui

engendré par (U,,U,,...,0,)

“ (i) = (iii) ? par contraposition : “ non(iii) = non(ii) ”
= Vo= AU+ h U+ +A U

supposons que IVEE tel que 1o n_noavec A;#u; pour

= WU+, U+ U

n

(au moins) un indice j ; alors (7\1—M1)'J1+---+(7\j—uj)'ﬁj+---+(7\n—Mn)'Jn =0

b

| ——)
#0

donc u; estune combinaison linéaire des autres vecteurs :

i) = e (O (=T O = Tt

u, = TR Wy)rtyFeet (A=W U T (A W) Uy e F A~ U )0,

] 1

“(iii) = (iv)”  comme cas particulier v = 0
“(iv) = (i) ” par contraposition : “ non(ii) = non(iv) ”

supposons que, U, = AyU+..+A, U, +A;, U+t U, ;alors

0 = Aply+oth U, +H(=1)U+h,, 0, #4000,

“()=0)” par contraposition : “ non(i) = non(ii) ”
supposons que, pour un indice j, la famille (&, ..., U

-

15Uy, U,) engendre le méme
espace vectoriel que (i, T,,...,U,) ; il s’ensuit que U; estune combinaison

linéaire de (Jl,...,'u'j_l,uj+1,...,u) ) [ |

=
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Pratiquement,

pour déterminer si n vecteurs sont linéairement indépendants, on utilise la proposition (iv), c’est-a-
dire on résout le systéme d’équations linéaires AU, +A, tU,+..+A U, = 0 dela maniére

suivante :

1. on écrit la famille de vecteurs dans un tableau

-

(d,,u,,...,0,)

- Uy

(il n’est pas nécessaire d’écrire les inconnues A, A,,...,A, );

2. les transformations élémentaires (voir § 1), appliquées a ce tableau, laissent invariantes le
nombre de colonnes linéairement indépendantes ;

3. un tableau triangulaire de m lignes et n colonnes, avec m=n , dont tous les coefficients
diagonaux sont non nuls indique que les n vecteurs sont linéairement indépendants.

Exemple (exercice résolu)

1 2
Dans R’ , &, = [2| et &, = [—1| forment-ils une famille linéairement indépendante ?
3 1
1 2
Formons le tableau (aussi appelé « matrice»): |2 —1
3 1

Pour le réduire a la forme triangulaire, éliminons les coefficients situés au-dessous du premier pivot

1 2 | -2 | -3
(voir§1): {2 -1 | -(-1)
3 1 | -(=1)
1 2
Onobtient: {0 5
0 5
1 2
Poursuivons en éliminant sous le deuxieme pivot: {0 5 | -1
05 [+=1)
1 2
Onobtient: {0 5
0 0

Puisque tous les éléments diagonaux sont non nuls, la famille (,,d,) est linéairement

indépendante.
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§ 2.5 Bases

Base

—

La famille (&,,q,,...,u,) estune base de E si et seulement si la famille (d,,4,,...,U,) est

n

génératrice de E et linéairement indépendante.

Exemples : les bases canoniques
Dans R’ ,lafamille (¢,,¢,) ou ¢, = (1) et e, = (2) est appelée base canonique de

R’
1 0 0

Dans R’ ,lafamille (¢,¢,,é,) ot &, = [o| , & = [1| et & = |o]| estappelée
0 0 1

. 3
base canonique de R

Dimension

La dimension d’un espace vectoriel (E, +, - ) est égale au nombre de vecteurs d’une base de E.
IR> est de dimension 2, car toutes les bases de IR> sont des familles de deux vecteurs.

IR® est de dimension 3, car toutes les bases de IR® sont des familles de trois vecteurs.

Proposition

Soient (&,,2,,..,¢,) et (9,,d,,....d,) deux bases de E.

Alors m = n . (Sans démonstration)
Ainsi, la dimension d’un espace vectoriel ne dépend pas de la base choisie.

Corollaire : un espace vectoriel de dimension n, il y a au plus n vecteurs linéairement
indépendants ; donc, (n+1) vecteurs sont forcément liés.

Remarque : Il existe des espaces vectoriels de toutes dimensions: 0, 1, 2, 3, 4, 5, ..., ainsi que de
dimension infinie (voir Exercice 2-21).

Proposition

Soit (9,,d,,...,g,) un systéme générateur de E.

Alors dim(E)<n . (Sans démonstration)
Proposition

Soit (g,,d,,...,g,) unsystéme libre de E.

Alors dim(E)>n . (Sans démonstration)
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Exemple

Reprenons I’exemple introductif de la page 1 :

u = =21, U = (-1, U = |4 et F = E(ulxuz’u?,)
3 5 1

Comment déterminer une base de F ?

Nous savons que la famille (i,,4,,l,) est génératrice.

1° étape :

2° étape :

La famille (d,,u,,u,) est-elle libre ?

AU+, U,+hyt; = 0 . Enlaissant temporairement tomber les inconnues,

1 3 3 |2 |3
(I): {—2 -1 4 |-1
3 5 1 | -(—1)
1 3 3
5 10 |-1/5
4 8 | -1/4
13 3
12 |1
12 |(-1)
1 3 3
(A): 1 2t quisignifie
0

(A) )\‘1 +3)\,2 +37\.3 = 0
h, +2n, = 0

Il existe une solution A non nulle, ce qui prouve que la famille (&, ,,l,) est
liée.

Remarque : si, au cours de la réduction a la forme triangulaire, on doit effectuer une
permutation pour obtenir un pivot non nul, il vaut mieux permuter les colonnes que les

lignes. (la justification est donnée ci-apres). Permuter des colonnes équivaut a modifier
I’ordre des inconnues.

Remarquons que les deux premiers pivots du systéme triangulaire (A) sont non nuls.
Formulons I’hypothése : les vecteurs correspondants aux pivots non nuls (i, i,)
forment une base de F. Vérifions que (i,,1,) est une famille libre :

hu+i,u, =0
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A, 31, = 0
-2\, —A, = 0} IlIs’agit des deux premieres colonnes du systéme (I).
3n, +5A, = 0

Appliquons a ce systéme les mémes transformations que dans la 1° étape :

A, +3A,
A, =

8] Il s’agit des deux premiéres colonnes du systéme (A)

L’unique solution du systtme est A, = A, = 0 .Ainsi, (i,,U,) estune famille
libre.

Pour montrer qu’elle est génératrice, revenons au systtme (A) dans lequel on
substitue A, = —1 .Ils’ensuit que A,-U,+A,t,+(—1)-u, = 0 (il suffit de voir
que A, A, selaissent calculer, car nous n’avons ici pas besoin de leurs valeurs

numériques). Donc Uy, = A -U;+A, U,

Proposition
Soient E un espace vectoriel de dimensionn, (¢,,¢,,...,é,) unebasedeEet (g,,d,,...,d,)

une famille de vecteurs de E.

Alors  (g,,d,,...,d,) estune base de E si et seulementsi (g,,d,...,d,) estune famille libre.

Démonstration
“« = Evident.
“ e Supposons par 1’absurde que la famille (g,,d,,...,J,) ne soit pas génératrice de E. Il

existerait alors (au moins) un vecteur VEE qui ne puisse pas s’exprimer comme
combinaison linéaire des  (g,,d,,...,d,) .Le systéme linéaire

Ay V+A ity + Ay ly+..+A @, = 0 ne pourrait pas avoir d’autre solution que 0
Ainsi, (v,g,,d,,...,g,) serait libre. La conséquence dim(E)>(n+1) entrerait en

conflit avec I’hypotheése. l
Application courante

Dans I’espace, trois vecteurs linéairement indépendants forment une base.

Changement de bases

oy
3
o)
~
i
Qi
N
Y
=
™
~—+
—
D
]
o
=
D
»
%)
@,
@]
=
(=W
D
—
oY)
(=W
D
o
>
=.
M~
=
)

On donne deux basesde E:  (é,,¢,,...,
par rapport a la premiere :

g1 = Girre;tgyetatg e
g, = gixetgyre,t.tge;

-

gn = gln'el+92n'82+"'+gnn.en;
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Premiére situation : On donne un vecteur exprimé dans la base (g,,d,,...,g,) ,a savoir

d = u,g,+u, g,+..+u g, etondemande de I’écrire dans labase (€,,¢,,...,¢,)
; ce probleme se résout par une simple substitution :
911 912 91n
i = u, 921 +U,- 922 +..4U, 9on
gnl gn2 gnn
Deuxiéme situation : On donne un vecteur exprimé dans la base (¢,,¢,,...,é,) , a savoir
d = v, e +vye,+..+v e etondemande de I’exprimer dans la base
(g,+Gs,--»G,) ,C’est-a-dire on cherche les coefficients u,, u,,..., u, telsque
d = u,-g,+u, g,+..+u,-g, .Ecrivons cette derniére équation dans la base
Vi 9n 912 9in
(¢,,8,,...,8,) ;onobtient |Y2| = w921 |+u, | 922 |+. . +u | 92n| .1l ne reste
vn gnl gn2 gnn

plus qu’a résoudre le systéme de n équations a n inconnues.

Pour I’utilisation pratique, on remarquera que la premiere colonne de la matrice est
formée des composantes scalaires de g, danslabase (€,,2,,...,¢,) ,ladeuxiéme
colonne des composantes de g, , et ainsi de suite, tandis que 1’autre membre du

systéme d’équations est constitué des composantes scalaires de d relativement a la
méme base (¢,,¢,,...,¢,)

AL&GA § 2 Espaces vectoriels réels 12/39



Exercices des § 2.1, 2.2 et 2.3

Exercice 2-1

X;
On munit ’ensemble R" = {|*2| | x,,x,,...,x,€ER}
Xn
X (I Xty
d’une addition | %2 |+|Y2| = [%2*Y2| ainsi que
Xn yn Xn+yn
X, AX,
s T . x| _ | Ax \
d’une multiplication par un scalaire A-[ 72| = 2l ou A€R .
X, AX,

Démontrez que (R", +, - ) estun espace vectoriel.

Exercice 2-2

(Z”, +, - ) Est-il un espace vectoriel réel ?

Exercice 2-3 [facultatif]

Soit P, I’ensemble des fonctions polynomiales de degré <n :

n
Pn = {pIR_)IR | p(X) = anxn+an—1xn_l+"'+alX+aO’ an)an—lx""aOEIR}

On définit la somme de deux polynémes p+q par (p+q)(x) = p(x)+q(x) Vx€R
ainsi que la multiplication d’un polyndéme par un scalaire A-p par
(A-p)(x) = Ap(x) VxER .
Démontrez que (P,, +, - ) estun espace vectoriel.
Indication : écrire  q(x) = b,x"+b,_,x" '+..+b,x+b, afin de vérifier les axiomes 1.1 4 2.4 de

la page 2.

Exercice 2-4

a) Montrez que H = | 2x—3y+z = 0} estun sous-espace vectoriel de (R*, +, - )

N <
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X
b) En est-il de mémede S = {|y||2x—3y+z = 1} ?

zZ

Exercice 2-5

2x, —3x, +x; = 1
On donne le systéme d’équations linéaires (I): X, +x, —2x, = 3 ou les
4x, —11x, +7x, = =3

inconnues sont dans le membre de gauche et les termes constants dans le membre de droite.

Définitions : on appelle systétme homogéne associé le systéme d’équations obtenu en remplagant
2x, —3x, +x;, = 0

le membre de droite par 0 , c’est-a-dire (II): X, +x, —2x; = 0
4x, —11x, +7x, 0

D’une maniéere générale, on appelle systéme linéaire homogéne tout systeme linéaire dont le
membre de droite est nul. Remarquez que tout systeme homogene possede au moins une solution, a
savoir X = 0 . Cette solution est appelée solution triviale.

Lorsque le membre de droite n’est pas nul (comme dans le systeme I), on dit que le systéme linéaire
est inhomogene.

Pour les systéemes d’équations (I) et (IT) donnés ci-dessus, démontrez que

a) L’ensemble des solutions H du systeme homogene est un sous-espace vectoriel de
(R +, - )

b) L’ensemble des solutions S du systéeme inhomogeéne n’est pas un sous-espace vectoriel de
(R*, +, - )

c) Soit d une solution particuliére du systéme inhomogéne. Alors I’ensemble des solutions S

du systéme inhomogéne est S = (X = d+h | heH)
d) Interprétez géométriquement d comme une translation entre H et S.
S est appelé sous-espace affine de (R®, +, - )
Exercice 2-6 [facultatif]

€ G G
Un carré magique 3X3 estun tableau de 9 éléments |c, c. c,| (parexemple

C; Cg G

) dans lequel les huit quantités suivantes sont égales :

A W o
© Ul =
NN O
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* la somme de chaque colonne ;
* la somme de chaque ligne ;
* la somme de chaque diagonale.
Démontrez que 1’ensemble de ces carrés magiques est un sous-espace vectoriel de (IR®, +, - )

Exercice 2-7

Soit (E, +, - ) un espace vectoriel et (ii,,U,,...,U,)EE

n

Démontrez que 1’ensemble des combinaisons linéaires de  (i,, U, ,...,1,) est un sous-espace
vectoriel Fde (E, +, - )

Rappel : F est appelé « sous-espace vectoriel engendré par (i, U,,...,1,) » et noté
F = £(u,,u,,..,4,) (ou avec le symbole &7 ).

Exercice 2-8

Considérons le sous-espace vectoriel de R’

X
H ={|y||5x=3y+7z = 0
z

a) Déterminez une famille génératrice de H.

b) Déterminez d’autres familles génératrices de H. Existe-t-il une famille génératrice de H
formée de 3 vecteurs ? De 4 vecteurs ? De 1 vecteur ?

Exercice 2-9

Mémes questions que sous 2-8 pour

X
H = {ly | 2x—3y+z = 0 et x+y—z =0
z

Exercice 2-10

On donne le sous-espace vectoriel de IR’
X
G =ily | —x+y+z = 0

VA

a) Déterminez une famille génératrice de G.
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1 2
b) Démontrez que la famille 21 | 3 génere G.

3 -1
Indication 1 : Pour montrer que £(g,,d,) < G , il suffit de remarquer que §,,d,€G

et que G est un sous-espace vectoriel de IR’ .
Indication 2 : Pour montrer que G < £(g,,d,) , il suffit de montrer que chaque élément

d’une famille génératrice de G (voir partie a)) appartienta £(g,,d,)

Exercice 2-11

2x -y -2z = 3
On donne le systtme {3x —6y +3z = 1
2x +2y -6z = 4

Donnez une interprétation géométrique au fait que ce systeme ne posséde pas de solution.

Indication : Ecrivez le systéme sous une forme vectorielle et interprétez le membre de gauche
comme un élément d’un sous-espace vectoriel. Montrez que ce sous-espace vectoriel peut étre
généré par deux vecteurs seulement.

Exercice 2-12

Soient F,,F, deux sous-espaces vectorielsde (E, +, - )

a) Démontrez que F,NF, estun sous-espace vectoriel de E.

b) Illustrez avec I’exemple suivant: E = R® , F, = [(X) | 2x+3y = 0} ,
y

e[

c) Dans le cas cas particulier b), en est-il de méme de F,UF, ? Indication : déterminez

d’abord un systeme générateur de F, et un systéme générateur de F,

d) Dans le cas général a), en est-il de méme de F,UF, ?

Exercices des § 2.4 et 2.5

Exercice 2-13

De chacune des familles suivantes, dites si elle est libre ou liée :

o (i) 3]
o (3 (B (4)
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C) —1], | 2
1 -1
1 2 3
d) 1L |1 (2
3 —-1] |1
1 2 1
e) —1, 1], 5
3 —1] \-11
0
f) 1
0

Exercice 2-14 [facultatif]

L’ensemble P, des fonctions polynomiales de degré < 3 , muni des opérations usuelles :
’addition de deux fonctions et la multiplication d’une fonction par un scalaire (comme dans

I’exercice 2-3), est un espace vectoriel dans lequel on définit p,(x) = 1 , p,(x) = x ,
2

pa(x) = x* et py(x) = X’
Démontrez que
a)  (py,py»P,,p;) estune famille génératrice de P, ,

b)  (pg»Py»P,,Ps) estune famille linéairement indépendante,

ce qui faitde (p,,p,,p,,p;) unebasede (P,,+, - )

Exercice 2-15

Déterminez une base du sous-espace de (R, +, - )

X
H = l|y||5x=3y+2z = 0
VA

Exercice 2-16

Préambule : si je vous donne rendez-vous dans un lieu bien déterminé (disons au rez-de-chaussée
d’une gare connue), vous me répondrez qu’il manque 1’heure du rendez-vous. Nous vivons dans un
monde a quatre dimensions, trois d’espace, et une de temps.
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Dans (R, +, - ) ,les quatre vecteurs i, = ; , U, = 31 , Uy =
-1 1
1
i, = Z engendrent un sous-espace F.

Déterminez une base de F.

Exercice 2-17

~ . 3
Déterminez une base du sous-espace de  (IR’, +, - )

X
D ={ly|l2x-y = 3y+z =0
z
Exercice 2-18
X
Ondonne F, = {|y||3x—2y+z = 0} et
z
X X 1 2
F, =4yl l{y|=r|-1]|+s{3] r.s€eR
z V/ 3 -1

Déterminez une base de F,NF, .

Exercice 2-19

On donne deux bases de  (IR*, +, - )

et

o

1 0
* labase canonique ¢é, = [g| , €, = |1]| et &, =
0 0

* uneautrebase U, = |3 |, U, = |—-1| et U, =
2 -2

—_

1

|
§ ol oo

OO o o o . 3
a) Vérifiez que (¢,,¢,,é,) et (i, U,,l,) sontbiendesbasesde R

~

= 3-0,—5U,+7-i, danslabase (¢,,¢,,¢,

<i

b) Exprimez

-

c) Exprimez w = 5-é,—4-é,—7-é, danslabase. (u,,U,,l,) .

o W

et
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Exercice 2-20 [facultatif]
Dans I’ensemble P, des fonctions polynomiales de degré <2 , on considére
I(x) = %(X—1)<x—z) D L(x) = —x(x=2) et Lix) = %x(x—l) .

a) Montrez que (I,,I,,I,) estunebasede P, .
b) Montrez que cette base possede la propriété suivante : étant donnés trois nombres réels
a,,a,,a, ,ilexisteunetunseul peP, telque p(0) = a, , p(1) = a, et

p(2) = a, ;ils’agitde p = a,l+a,;l+a,l, .
c) Etant donné 3 nombres réels distincts  x,, x,,X, avec x,<x,<Xx, ,déterminez une base

1 sii=j

(Ly,L,,L,) ,appelée « base le Lagrange », telle que L,(x;) =
0 si i#j

d) Expliquez la phrase suivante : « La base de Lagrange permet de résoudre un probleme
d’interpolation ».

Exercice 2-21 [facultatif]

Considérons 1I’ensemble des applications (quelconques) définies sur IR
A = {f:R>R | f estuneapplication}
Munissons A d’une addition :
f+g définipar (f+g)(x) = f(x)+g(x) Vx€ER
et d’une multiplication par un scalaire A€R
A-f définipar VxeR (Af)(x) = A(f(x))
a) Montrezque (A, +, - ) estun espace vectoriel.
b) Démontrezque P = {pE€A | p estunpolyndome| est un sous-espace vectoriel de A.

c) Démontrez que dim(P) = oo . Indication : pour x,<x,<x,<..<X, ,montrez que les

polyndmes de Lagrange (L,,L,,L,,...,L,) forment une famille libre.

Exercice 2-22 a)

On donne le tableau 6X5 suivant :

O OO ON -
SO OO~ W
O O 00NN O Ul
SO NFE O
OO Ul W
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1) Montrez que les trois vecteurs des colonnes n° 1, 3, 5 sont linéairement indépendants dans
R°

2) Montrez que les trois vecteurs des lignes n° 2, 4, 5 sont linéairement indépendants dans
R’

Exercice 2-22 b) [facultatif]

Généralisez ce résultat aux tableaux mXn en escalier. On appelle « systeme en escalier
supérieur » tout systeme vérifiant les deux conditions suivantes :

\ 2

* en dessous d’une ligne en escalier monotone décroissante, tous les éléments du tableau sont
nuls ;

* appelons « éléments angulaires » les éléments situés dans les angles, au-dessus de
I’escalier ; ces éléments doivent étre non nuls.

Considérons un tableau mXn en escalier (supérieur), comportant k éléments angulaires.
Démontrez que

3. Les k vecteurs colonnes comportant des éléments angulaires sont linéairement indépendants
dans R"

4. Les k vecteurs lignes comportant des éléments angulaires sont linéairement indépendants
dans R"
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Réponses des exercices des § 2.1, 2.2 et 2.3

Exercice 2-1

A titre d’exemple, vérifions la propriété 1.1 du § 2.1 (p. 2). Le membre de gauche est

u | [vi|| [wy utvy| [wy (up+vy)+w,
(U+V)+w=| U2 [+ V2| |+| W2 | = | Lt V2|4 W2| = (U +v,)+w,
un vn Wn un+vn Wn (un+vn)+wn

tandis que le membre de droite s’écrit

ul Vl Wl Lll V1+W1 u1+(v1+wl)
U+ (vew) =W [+ [ V2 |+ Wa | = [Ua|+|VatW2] = Uyt (va+w,)
Un vn Wn un vn+wn un+(vn+wn)

Ces deux expressions sont égales, car I’addition dans IR est associative.

Exercice 2-2

: RXZ > Z

(k _,) 5 T ne définit
Y v

(Z, +, - ) n’estpas un espace vectoriel réel, car

pas une multiplication par un scalaire réel. En effet, par exemple, (%, 1) » %1

n’est pas un nombre entier.

En d’autres termes, (Z, +, - ) n’est pas un sous-espace vectoriel de (R, +, - )
car Z n’est pas stable pour la multiplication par un scalaire réel (voir § 2.2).

Exercice 2-3

A titre d’exemple, vérifions la propriété 1.1 du § 2.1 (p. 2) :
Yu,v,weE (i+V)+w=u+(V+w) , c’est-a-dire : quels que soient les polyndmes
u,v,w , VYxeR (u(x)+v(x))+w(x) = u(x)+(v(x)+w(x))

Or, cette derniere égalité est valide puisque I’addition dans IR est associative.

Exercice 2-4 a)

u
Montrons que H est stable pour I’addition : soient @ = |u,|€EH et
Us
Vi
Vv = |v,|€H ;ils’ensuitque 2u,—3u,+u; = 0 et 2v,—3v,+v, = 0 .Pour
V3
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u+v,
u+v = |u,+v,| , vérifions1’équation

UtV
2(uy+vy)=3(u v, +(us+vy) = (2u,—3u,+uy)+(2v,—3v,+v,) = 040 = 0 ,ce
qui prouve que (i+vV)eH .

Montrons que H est stable pour la multiplication par un scalaire : soient

u = §€H et A€R ;ils’ensuitque 2x—3y+z = 0 .Pour
y
A X
AV = |py| ,vérifions I’équation
hz
2(Ax)=3(hy)+(hz) = AM2x=3y+z) = A0 = 0 , ce qui prouve que
(L-V)EH .

Exercice 2-4 b)

Pour montrer que S n’est pas stable pour 1’addition, il suffit de choisir un contre-

u %
1 1
exemple approprié. Soient u = [y,|€S et V = |y, |€S ;il s’ensuit que
Uy V3
l,l1+V1
2u;=3u,+tu; = 1 et 2v,=3v,+vy = 1 .Pour u+v = |y,+v,| , vérifions
U+ Vv,

I’équation
2(uy+v,)=3(uptvy) +(ug+vs) = (2u,—Bu+uy)+(2v,—3v,+v,) = 1+41 = 2, ce
qui prouve que (U+V)€S

Exercice 2-5 a)

uy Vi
Montrons que H est stable pour I’addition : soient t = |y,|€H et Vv = |y,|€H ;il
Uy V3
2u;, —3u, +u; = 0
s'ensuitque (II): {u, +u, —2u, = 0} et
4u, —11u, +7u; = 0
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2v, —3v, +v, = 0 utv,

(): {v, +v, =2v, = 0} .Pour u+v = u,+v,| , vérifions le systéme
4v, —11v, +7v, = 0 U, +v,
homogene
2(uy+v,) =3 (up+v, J#(uy+vy) = (2u,=3u,+u,)+(2v,=3v,+v,) = 0+0 = 0
(uy+v,)+Hu+v,)—2(us+vy) = (u+u,—2u,)+(v,+v,—2v,) = 0+0 =0
4(u+v,)—11(u+v,)+7 (uz+vy) = (4u,—11u,+7uy)+(4v,—11v,+#7v,) = 0+0 = 0
ce qui prouve que (Ui+V)EH .
Montrons que H est stable pour la multiplication par un scalaire : soient
X 2x -3y +z = 0
u = y|€H et AeR ;ils’ensuit que (Im): { x +y -2z = 0
z 4x —-11y +7z = 0
AX
Pour A-Vv = |3 y | » vérifions le systéme homogeéne
Az
2(hx) —=3(Ay) +(rz) = A2x-3y+z) = A0 =0
(I): { (hx)  +(ry) =2(hz) =

Mx+y—2z) = A

0 , ce qui
Max—11y+7z) =

0 =
4(hx) —11(hy) +7(rz) A0

prouve que (A-V)EH .

Exercice 2-5 b)

Pour montrer que S n’est pas stable pour 1’addition, il suffit d’exhiber un contre-exemple. Soient

u, v, 2u;, —3u, +u; = 1
0= |u|€S et Vv =|y,|€S ;ils’ensuitque (I): { u,  +u, —2u, = et
u, Vs, 4u, —-11u, +7u; = -3
2v, —3v, +v, = 1 utv,
(I): {v, +v, —2v, = 3| .Pour U+V = |y,+v,| ,vérifionsle systéme
4v, —11v, +7v, = =3 us+v,
inhomogene
2(u,+v,)=3(u+v,)+(us+v,) = (2u,—3u,+u,)+(2v,—3v,+v,) = 1+1 = 2
(u1+v1)+(u2+v2)—2(u3+v3) = (u1+u2—2u3)+(v1+v2—2v3) =343 =6
4(u+v,)—11(u+v,)+7 (ug+v,) = (4u,—11u,+7uy)+(4v,—11v,+7v,)=—3+(-3) = —6

ce qui prouve que (li+V)€S .
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Exercice 2-5 c)

a h
Soient d = a: €S, h = h: €H et montrons que (6+H)ES . En effet,
a, h,
2a, —3a, +a, = 1 2h, -3h, +h, = 0
(I): {a, +a, -2a, = 3| et (H):{h  +h, —2h, = 0} .Pour
4a, —-11la, +7a, = -3 4h, —11h, +7h, = 0
a,+h,

Ql
+
=

a,+h,| > vérifions le systéme inhomogeéne
a,+h,
2(a,+h,)—3(a,+h,)+(a,+h,) = (2a,—3a,+a;)+(2h,—3h,+h,) = 1+0 = 1
(a,+h,)+(a,+h,)=2(a;+h,) = (a,+a,—2a,)+(h,+h,—2h;) = 3+0 = 3
4(a,+h,)—11(a,+h,)+7(a,+h,) = (4a,—11a,+7a,)+(4h,—11h,+7h,)=—3+0 = —3

ce qui prouve que (d+h)€S

Sy a,
Réciproquement, soient s = |s,|ES , d = [qg,|€S etmontrons que (s—d)eH .En
S3 a,
2s, —3s, +s, = 1 2a, —-3a, +a, = 1
effet, (I):{s, +s, -2s, = 3} et (I):{a +a, -2a, = 3
4s, —11s, +7s, = -3 4a, —1la, +7a, = -3
174
Pour (5-@) = [s,—a,| , vérifions le systétme homogéne
S3— a3
2(s,—a,)-3(s,—a,)+(s,—a,) = (2s,—3s,+s,)—(2a,—-3a,+a,) = 1-1 = 0

(s,—a,J+(s,—a,)=2(s;—a;) = (s,+s,-25;)—(a,+a,~2a;) = 3-3 = 0
4(s,—a,)—11(s,—a,)+7(s,—a,) = (4s,—11s,+7s,)—(4a,—11a,+7a,)=—3—(-3) = 0

ce qui prouve que (S—d)€EH .
Exercice 2-5¢)

Pourun de€S fixé, larelation S = d+h définit une correspondance biunivoque

entre SES et heH . Cette correspondance est une translation de vecteur d

On peut aussi le montrer en déterminant les formes paramétriques de S et H :
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2x, —3x,  +Xx = 1 | '(_1) | '(_2)

Forme paramétriquede S: (I): { x,  +x, —2x, = 3 | -2
4x, —11x, +7x, = -3 | -1
2x, —3x, +x;, = 1
2 -3 + =
(I) 5X2 —5x3 = 5 = (I) [ X, XXQ _);3 _
~5x, +5x, = -5 ? T

on peut librement choisir x; = t , ce qui donne

X, = X;+1 = t+1 .
, puis
X, = (3x,—x,+1)/2 = t+1/2
X, t+1/2 1) (1/2
S:ix,| = | t+1 | = {1+ 1 ou teR
X, t 1 0
2x; —3x, tX, = 0 [(=1) [-(-2)
Forme paramétriquede H: (II): { x, +x, —-2x, = 0 |-2
4x, —11x, +7x, = 0 | -1
2x, —3x, +x, 0
(11): 5%, —5x, = 0| o (I): [Zx1 3x, +x; =
X —-X, =
—-5x, +5x, = 0 ? ’
X, = X3 =t

on peut librement choisir x; = t , ce qui donne {

Xy t 1
H: |x,| = |t| = t|1] ou t€R
X3 t 1
1/2
En comparant, on voit que S est I’image de H par la translation 1
0

=
1 R
ou

1
=
0}

ou

0
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Exercice 2-6

Notons M I’ensemble des carrés magiques. Soit
u, +u, +u, -u,
u, +u; +ug —u,

uy tu, +(u7_u7)
que u, +u, —u,
U, +U, —u,
u, Us U

Us +Us +(u7—u7)

u =

u, u,
u, u.
u; U

. Il s’ensuit

O O O O o o o

Attendu que ce systéme linéaire est homogene (voir exercice 2-5), I’ensemble des

solutions est un sous-espace vectoriel de IR’

Exercice 2-7

Premiére partie : montrons que £(4,,U,,...,U,) est stable pour ’addition : soient

- -

. C e e
V = vl 4Vt 4y, i, ,dot GV = (u+v,)

ce qui prouve que (U+V)€£(T,, Uy, ..., U, )

- -

Deuxiéme partie : montrons que £(1,,q,,...,U,) est stable pour la multiplication par un
u,) et AeR .Alors

-

scalaire : soient € £ (U, U,,...

-

u,ve£(l,,u,,..,u,) .Alors U = w U+W,l,+..+w, 0, et

al+(u2+v2>a2+"‘+(u’n+vn)un B

,dott At = (hw)h,+(hw, )i, +...4+4(Au, )T, , ce qui prouve que

(h)e£(d,,b,,...3,)

Exercice 2-8 a)

5x—3y+7z = 0 estunsysteme linéaire de 1 équation a 3 inconnues qui se

-

U = w, U, +u,l,+..+u U,

présente déja sous la forme triangulaire (sa diagonale a,;, = 5 est réduite a un seul

terme).

Pour le résoudre, il faut remarquer que 1’on peut librement choisir les valeurs de y et z,

puis calculer x :

y = 5s X

zZ = 5t <Yy
= (3y—7z)/5 = 3s5-7t z

X 3s—7t 3 -7

y| = 5s = s |5+t O

z S5t 0 5)

3s—7t
5s
5t

S
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3
Ainsi, 5(, 1 0 est un systeme générateur de H.
0

Exercice 2-8 b)

3 -7 3 -7 3 -7 —4
5, {0 {5+ 0 ]||=1{|5]]0]) |5 est un systéme générateur
0 5 0 5 0 5 5

de H de 3 vecteurs.
3 -7 —4 3 -7 3 -7 —4 10
s, {ol, |5 ] Lsp+(=1)0|ol|l=1|l5,|0f,|5]| |5 est un
0 5 5 0 5 0 5 5 -5

systeme générateur de H de 4 vecteurs.

Un systéme générateur formé d’un seul vecteur se représente par une droite. Etant
donné que H se représente par un plan, il n’existe pas de systeme générateur de H formé
d’un seul vecteur. La notion de dimension sera développée un peu plus tard dans les
§2.4et§825

Exercice 2-9 a)

Afin de le résoudre, réduisons le systéme de 2 équations a 3 inconnues

2x =3y +z = 0 |[:(-1) a la forme triangulaire :
X ty -z = 0 | 2
2x 3y +z = 0 . Ici, on peut choisir librement la valeur de z, puis en
S5y -3z = 0

déduire les valeurs correspondantes de y et x :

z = S5t X 2t 2
= (3z)/5 = 3t < |y| = |3t] = t3
x = (3y—-z)/2 =2t z 5t 5
2
Ainsi, 3 est un systéeme générateur de H.
5
Exercice 2-9 b)
2
3 est un systéeme générateur de H constitué d’un seul vecteur.
5
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W N
w N
~ ~
U1 Ul

est un systeme générateur de H constitué de deux vecteurs.

U1
—

w N
w N
S~ ~
vl Ul
[
o A

est un systéeme générateur de H constitué de trois vecteurs.

%2}
—_
|
—_
(=]

2\ [2/5] [-4) (242
31, |3/5], | =6 |, [3V2 est un systeme générateur de H constitué de quatre
5 1 —10/ \5v2

vecteurs.

Exercice 2-10 a)

—x+y+z = 0 estunsysteme linéaire de 1 équation a 3 inconnues qui se présente
déja sous la forme triangulaire (sa diagonale a,;, = —1 est réduite a un seul terme).

Pour le résoudre, il faut remarquer que 1’on peut librement choisir les valeurs de y et z,
puis calculer x :

y = s X = s+t
Z = t e y = S =
= y+z = s+t z = t
X S+t 1 1
yl =1 s | = s|1[|+t{0
z t 0 1
1 1
Ainsi, 1(, [0 est un systeme générateur de G.
0 1
Exercice 2-10 b)
1 2 1 2 1 1
Pour prouver que £|{-21,| 3 c G , il suffit de montrer que |—-21[,[ 3 |€£|| 1], [0
3/ \-1 3/ \-1 0 1
1 1 1
Pour ce faire, résolvons les deux systemes d’équations A,-| 1|+A,:| 0] = [=2| et
0 1 3
1 1 2 A +tA, = 1
Acf1|+A [0l = | 3 . La premiere (A, = -2 &
0 1 —1 )\,2 = 3
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A = =2 |(-1) A = =2

A, = 3 = h, = 3 posséde (au moins

Ao+, = 1 | -1 A, = 3
A, +A, = 2
une) solution. La deuxiéme {A, = 3 =
A, = -1

M = 3 |1 M, = 3

A, = -1 = A, = —1; possede (au moins
A +h, = 2 | -1 A, = -1

une) solution.

1 2 1 1 1 2
Pour prouverque G < £||-2|,| 3 , il suffit de montrer que |1, [0 |€E£[[-2],| 3
3/ \-1 0 1 3/ \-1
1 2 1
Pour ce faire, résolvons les deux systémes d’équations A -| -2 [+A,7| 3 | = | 1| et
3 -1 0
1 2 1
A|=2|+A,l 3| = |0] .Lapremiere
3 -1 1
A, 2N, = 1 |2 | -3 A 20, = 1
—2), +#3%, = 1 |1 = 7h, = 3} posséde
3., -k, = 0 | (1) 7h, = 3
A, 2N, = 1 |2 | -3
(au moins une) solution. La deuxiéeme {—2A, +3A, = | -1 =
3h, -k, = 1 | (1)
A, 20, = 1
7k, = 2} posseéde (au moins une) solution.
7h, = 2

AL&GA § 2 Espaces vectoriels réels 29/39



Exercice 2-11

2 -1 -2 3 |3 |+(-1) 2 -1 -2 3
Résolution: {3 -6 3 1 |-(-2) = 9 —-12 7 |1 =
2 2 —6 4 | 1 3 -4 1 |+(=3)
2 -1 -2 3
9 —-12 7 ou la derniere équation s’interprete 0z = 10 | ce qui
0 10
montre que le systéme n’a pas de solution.
3 2 -1 -2
Interprétation vectorielle: |1| = x-[3|+y|—6|+z 3 n’a pas de solution, c’est-a-dire
4 2 2 —6
3 2 -1 -2 2 -1 -2
1|€£{|3], |6, | 3 || -Onpeutsereprésenter £|(3|, |—-6[, | 3
4 2 2 —6 2 2 -6
3
comme un plan vectoriel, et |1 | comme un vecteur hors de ce plan.
4

Exercice 2-12 a)

Premiére partie : montrons que F,NF, est stable pour ’addition : soient u,veF ,NF, .Alors

u,veF, implique, puisque F, est stable pour I’addition, (i+V)EF, et
u,veF, implique, puisque F, est stable pour I’addition, (i+V)EF, ;donc
(i+V)eEF,NF, .

Deuxieme partie : montrons que F,NF, est stable pour la multiplication par un scalaire : soient
ueF,NF, et A€R .Alors u€F, implique, puisque F, est stable pour la
multiplication par un scalaire, (A-U)EF, et UEF, implique, puisque F, est

stable pour la multiplication par un scalaire, (A-i)€F, ;donc (h-U)€EF,NF, .
Exercice 2-12 b)

Il suffit de produire un contre-exemple : voir partie c).

Exercice 2-12 ¢)

X
FiNF, = {|y|| 2x+3y=52 = 0 et 7x-3y+2z = 0
VA
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2 3 -5 0 |~7)]©[23—50}©[23—50}

7 =3 2 0 |2 27 =39 0 9 —13 0
Posons z = 9t ,d’ou y - <13Z)/9 = 13t . Ainsi
= (=3y+5z)/2 = 3t
3
FNF, = {t-{13| | teR} qui est visiblement un sous-espace vectoriel.
9
X 1
F\UF, = {|y|| 2x+3y-5z = 0 ou 7x-3y+2z = 0; .Ona |[1|€F, et
z 1
1 111 1 1 2
1 |€F, ,donc (1|, 1 |EF,UF, .Parcontre [1|+| 1 | =1 2 |€F,UF
-2 1/ \=2 1] \-2 -1
2 2
car 2 |€F, et 2 |€F, .Ainsi F,UF, n’estpas stable pour ’addition,
-1 -1

donc n’est pas un sous-espace vectoriel.

Réponses des exercices des § 2.4 et 2.5
Exercice 2-13 a)

Pour la méthode : voir la rubrique « Pratiquement » de la page 7.

11 |(=1) = 11 . Donc la famille est libre.
12 |1 1

Exercice 2-13 b)

Dans un espace vectoriel de dimension deux, une famille de trois vecteurs est

nécessairement liée.

Exercice 2-13 ¢)

Pour la méthode : voir la rubrique « Pratiquement » de la page 7.

1 3 | -1 | -1 1 3
-1 = 5¢ . Donc la famille est libre.
4

Exercice 2-13 d)

Pour la méthode : voir la rubrique « Pratiquement » de la page 7.
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1 2 3 |1 | -3 1 2 3 12 3
-1 1 2 |1 = 3 5 | -7 = 3 5
3 -1 1 | (—1) 7 8 |-(-3) 11

Donc la famille est libre.

Exercice 2-13 e)

Pour la méthode : voir la rubrique « Pratiquement » de la page 7.
1 2 1 | -1 | -3 1 2 3 1 2 3
-1 1 5 | -1 = 3 6 | -7 = 3 6
3 -1 —11 | (—1) 7 14 | -(-3) 0

Donc la famille est liée.
Exercice 2-13 f)
Tout vecteur non nul constitue une famille libre.
Exercice 2-14 a)
Quel que soit le polynéme  p(x) = a,+a,x+a,x’+a;x’ de P, ,on peut |’écrire

sous la forme p = a,p,+a, p,+a," p,+a, p; ,cequi montre que la famille

(po,pl,pz, P3) est génératrice de P, .
Exercice 2-14 b)

Il faut montrer que a,-p,+a, p,+a, p,+a;-p, = 0 implique
a, = a, = a, = a, = 0 .L’hypothese signifie que
a, p,(x)+a,-p,(x)+a, p,(x)+a, p,(x) = 0 pour tous les nombres réels x, en

particulier p(0) 0, p(1) = 0, p(-=1) = 0 et p(2) = 0 , C’est-a-dire

aq =0 [«(=1) [-(=1) [=1)
a, +a, +a, +a, =0 | -1
a, —a, +a, —-a, =0 | -1
a, +2a, +4a, +8a; =0 | -1
a, =0
a, +a, +a;, =0 [1 |(=2)
—-a, +a, —-a;, =0 |-1
2a, +4a, +8a; =0 | -1
a, =0
a +a, +a;, =0
2a, =0 |(-1)
2a, +6a;, =0 |1
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ay
a, +a, +a, = 1 .
! 5 2 3 , ce qui démontre que la famille (p,,p,,p,,p;) est
a, =

6a, =

o O O O

linéairement indépendante.
Exercice 2-15

Dans I’équation 5x—3y+2z = 0 , on peut choisir librement z et y, puis calculer

3 ) X = 3s—2t
X = gy—gz . Il vient y = 5s s, t€R c’est-a-dire
z = 5t
X 3 -2 3 -2
y| = s|5|*t;| 0 | -UnebasedeH est 50, [ 0
z 0 5 0 5

Exercice 2-16

Adoptons la méthode suivante : réduisons le tableau des quatre vecteurs lignes a la
forme triangulaire. Aprés d’éventuelles permutations de lignes, ceux qui subsisteront
dans la partie triangulaire supérieure, avec des pivots non nuls, seront linéairement
indépendants. (On peut aussi développer une autre variante de la méthode en disposant
les vecteurs donnés en colonnes).

i -1 1 2 -1 |24 |34, |14,

i 2 3 -1 | 1-d,

i: 3 7 0 1 | 1-u,

u: 1 9 4 -1 | 1-u,
u: -1 1 2 -1

i, +21,: 5 3 -1 |-(=2) |(=2)

U,+31, 10 6 =2 |-1

TRATTE 10 6 -2 | -1
i, -1 1 2 -1

aZmodiﬁé 5 3 —1

a3modifié 0 0

a4modiﬁe’ 0

Les transformations effectuées montrent que (i,u,) sont des combinaisons linéaires
de (u,,u,) etque (d,,d,) estune famille libre. On en conclut que (i,,d,) est

une base de F.
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Exercice 2-17

2x —y =0 . Le systéme est triangulaire. On peut choisir librement z et
3y +z =0
z = —6t
- Tz _ X 1
y = = 2t _ . ,
calculer y et x : 3 < |y| = t| 2 | ,cequi montre quune
X = Yy _ ; z —6
2
1
base est P)
-6

Exercice 2-18

Il s’agit de I’intersection de deux sous-espaces dans le cas ot I’un est défini par un
systéme cartésien et 1’autre par un systéme paramétrique.

Substituons le deuxiéme systeme dans le premier :
3(r+2s)—2(-r+3s)+(3r-s) = 0 < 8r-s =0 < s = 8r

Substituons ce dernier résultat dans la forme paramétrique :

X 1 2 17 17
y| = r|-1|+8r| 3 | = r-{23| ,cequi montre quune base est 23
z 3 -1 -5 -5
Exercice 2-19 a)
X

- > > N J 3 . s .
(é,,8,,6,) estun systéme générateur, car tout vecteur y|ER" se laisse écrire
V/

X
sous la forme |y | = x-é+y-e,+z-e; .
z
(é,,¢,,é,) estun systéme libre, car le systéme d’équations

X
x-€,+y-€,+z-¢; = 0 ne possede pas d’autre solutionque || = 0
z
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Pour montrer que (i, ,,U,) estune base, il suffit de montrer que le systéme

X Ay
d’équations AU, +A, Uy +N,-U, = y| Dosséde une et une seule solution |,
z Ay
X
quel que soit | y
z
-, A, #3%, =x |3 |2
3hM, —h, +h; =y |-
2N, —2N, +A, =z | -1
A, +h, +3A, = X
2h, +10A, = 3x+y; .Vuque cesysteme posséde une et une seule
7N, = 2x+z
solution, (u,,u,,l;) estune base.
Exercice 2-19 b)
-1 1 3
v = 3-u,—5u,+7u, = 3| 3 |-5|=1|+7|1
2 -2 1
—3-5+21 13
= | 945+7 | = [21| = 13-é,+21-é,+23-¢,
6+10+7 23
Exercice 2-19 ¢)
5
Ayl hy Uy +hgty = | —4
-7
—-A, +h, +3A, =5 |3 |2
3N, —A, 4k, =-4 |-1
2h, —2h, +h, = =7 | -1
—-N, +A, +3A, = 5
2h, +10n, = 11
7 hy = 3
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3
A, o= =
37 7
3
_11-102, 11_107 47
2 2 2 14
b = W430-5 = 433 5 - >
14~ 7 14
. 5 . 47 . 3.
w = 14 1Yo Uty

Exercice 2-20 a)
Montrons d’abord que la famille (I,,l,,l,) est libre en nous inspirant de 1’exercice 2-14.

Il faut montrer que a,-l,+a,-l,+a,’l, = 0 implique a, = @, = a, = 0 .
L’hypothése signifie que p(x) = a,1,(x)+a,"l,(x)+a, 1,(x) = 0 pour tous les
nombres réels x, en particulier p(0) = 0, p(1) = 0 et p(2) = 0 , c’est-a-dire

a, =0
0} ,ce quidémontre que la famille (I,,l,,I,) est linéairement
a, =0

a

indépendante. En particulier dim(P,)>3 .
Pour montrer que la famille (I,,I,,1,) est génératrice, on peut passer par le raisonnement suivant.

La famille (e,,e,,e,) ol ey(x) = 1, e/(x) = x, e,(x) = x* estune famille
génératrice de P, , ce qui prouve que dim(P,)<3 .Ainsi, dim(P,) = 3 .
D’aprés la Proposition de la page 11, puisque la famille (I,,I,,1,) est libre, elle est
une base de E.

Exercice 2-20 b)

Existence : p(x) = a,-1,(x)+a, 1,(x)+a, L,(x) posséde les propriétés suivantes : p(0) = a,

. p(1) =a et p(2)=a, .

Unicité : soient p, p,€P, telsque p,(0) = p,(0) = a, , p,(1) = p,(1) = a, et
p,(2) = p,(2) = a, .Alors,ladifférence d = p,—p, estunpolyndme
possédant au moins trois zéros en 0, 1 et 2, donc divisible par x, x-1 et x-2, c’est-a-dire
d(x) = x(x—1)(x—2)-q(x) ot g est un polyndme. Mais, puisque d€P, , il est
nécessaireque g = 0 .Donc d =0 et p, = p, .
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Exercice 2-20 c)

Exercice 2-20 d)

Le polyndome de P, qui passe par les trois points (x,,y,) , (x,,y,) et
(x,,y,) vérifiant x,<x,<x, peut étre directement exprimé au moyen de la base

de Lagrange: p=y,L,+y,-L,+y, L, .
Exercice 2-21 a)

A titre d’exemple, vérifions la propriété 1.1 du § 2.1 (p. 2) :
Yf,g,h€A (f+g)+h=f+(g+h) , c’est-a-dire : quelles que soient les fonctions
f.g.h . VxeR (f(x)+g(x))+h(x) = f(x)+(g(x)+h(x))

Or, cette derniere égalité est valide puisque 1’addition dans IR est associative.

Exercice 2-21 b)

Montrons que P est stable pour I’addition : soient p,q€P .Lasomme de deux
polyndmes étant un polyndme, ona (p+q)€P .

Montrons que H est stable pour la multiplication par un scalaire : soient p€P et
ALER ; le produit d’un polynéme par un scalaire étant un polynome, il s’ensuit que
(A-p)EP .

Exercice 2-21 ¢)

Montrons que la famille des polynomes de Lagrange (L,,L,,...,L,) est libre en nous

inspirant de 1’exercice 2-20.

Il faut montrer que a, L,+a,-L,+...+a,L, = 0 implique
a, = a, = .. = a, = 0 .L’hypothese signifie que
p(x) = a,Ly(x)+a,-L,(x)+..+a,-L (x) = 0 pour tous les nombres réels x, en

particulier p(x,) = 0, p(x,) = 0 ,..., p(x,) = 0 ,c’est-a-dire

a, =0
9 =0 , ce qui démontre que la famille (L,,L,,...,L) est

a =0

linéairement indépendante. En particulier dim(P)>(n+1) .
En faisant croitre n indéfiniment, dim(P) = oo

Attendu que PcA , dim(P)<dim(A) ,donc dim(A) = o
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Exercice 2-22 a) 1°

1A, 45N, +3:A, =

2:h; +6-A, +4-A,4

En supprimant les colonnes 2 et 4, on obtient +7-N, +5'A,
+8-A, +6°'A,

+7-N, =

I
O o oo o

Quoique le systéme ne soit pas triangulaire supérieur, mais en escalier, on peut y faire
des raisonnements semblables dans lesquels les éléments diagonaux (ou pivots) sont
remplacés par les éléments soulignés appelés « éléments angulaires » :

* delacinquiéme ligne, ontire A, = 0 ;
* enremplagant dans la quatriéme ligne, on obtient A, = 0 ;
* enremplagant dans la deuxieme ligne, on obtient A, = 0 ;

donc le systeme des trois vecteurs-colonnes est libre.
Exercice 2-22 a) 2°

En supprimant les lignes 1 et 3 et en les récrivant en colonnes suivant notre habitude, on

N
>
[l

D &
s

_

obtient +8-\, . Quoique le systeme ne soit pas triangulaire
+ 2 * )\az

4-N, +6'h, +7-A, =

[l
© o oo o

inférieur, mais en escalier, on peut y faire des raisonnements semblables dans lesquels
les éléments diagonaux (ou pivots) sont remplacés par les éléments soulignés appelés
« éléments angulaires » :

* de la premiére ligne, ontire A, = 0 ;
* enremplacant dans la troisiéme ligne, on obtient A, = 0 ;
* enremplagant dans la cinquiéme ligne, on obtient A, = 0 ;

donc le systeme des trois vecteurs (vecteurs-lignes dans la donnée, vecteurs-colonnes
dans le calcul) est libre.

Exercice 2-22 b)

Les principes de I’exercice 2-22 a) sont généralisables : dans le cas ot le systeme est en
escalier, les lignes et les colonnes qui portent les éléments angulaires sont linéairement
indépendantes.
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