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8§ 3 Produit vectoriel

= Lienshypertextes

Produit scalaire 3D:
http://www.del eze.name/marcel/sec?/cours/ Geom3D/ProduitScal aire3D . pdf

Supports de cours de mathématiques, niveau secondaire |1 (page mére):
http://www.del eze.name/marcel/sec2/cours/index.html

3.1 Construction

m Définition géomérique du produit vectoriel de deux vecteurs

Etant donné deux vecteurs 5, b, on appelle produit vectoriel des vecteurs 5, b levecteur E, noté ¢ = a x b, défini
de lamaniére suivante:

- - H Yo
danslecasou a, b nesont pas colinéaires,
N -

ladirectionde ¢ est définie par ¢ L aet ¢ -Lb;

lesensde ¢ esttel gue que le triplet ( 3, b, E) est direct, c'est-a-dire obéit alarégle delamain droite;
lanormede ¢ est égale al'aire du parallélogramme sous-tendu par ( 3, b), c'est-adire

e = ||§><B||=||au-h= ||5.||-||B||~|Sin(<p)| ou go:A(a,B);

danslecasou 5, b sont colinéaires,ona a= 0, b=0 ou sin(y) = 0; c'est pourquoi on pose

axb=0.

ol
Il
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m Propriétés

Premiére propriété

Il découle de la définition que, pour tout vecteur a,ona

axa=0
Deuxieme propriéte
- - - = . L.
bxa= - (a x b (antisymétrie)
b
axb
. a
b
bxa
a
Troisiéme propriété
Pour toute base orthonormée directe ( i, s k), ona
i xj =k, jxk=i, kxi=j (régledes permutationscycliques




ProduitVectoriel-Determinant.nb 17

Quatriéme propriété

-

()\-g.)xb:)n-

axs)

Danslecasou A > O, ladirection et |e sens des deux expressions précédentes sont les mémes; pour la norme, lorsgu'on

multipliele coté a par A, l'airedu parallélogrammeest multilpliée par A (danslafigure, A = 1.6):

Lorsgue A < O, les sens des deux membres sont inversés; en effet, pour le membre de gauche, s (5, b, E) est

direct, c'est dlors (—5, B —E) qui est direct (danslafigure, A = —1.6):

5
axb

ol

ol

“ /\-axg

D'une maniere analogue, on montre que

ax(u'g):u-

axa)
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Cingquiéme propriété

e

Dans une base orthonormée directe ( i, k) dont les deux premiers vecteurs sont dans le plan de la figure, les

produits vectoriels sont des multiplesde k. Pour le cas de figure représenté,

0 0
|\?1xb+;2xbl|:\| 0 + 0 |\:||?1xb\|+|| ;sz\lz
I a_1)><b I I a_2)><b|\
hy - BH +hy -1 BII = (hy +hy) - BH = (?1+?2)x6 I

Il'y adautres cas de figures a envisager: il est possible que les deux aires doivent se soustraire, mais la démonstration
demeure semblable.

Quant au cas ou les trois vecteurs ne sont pas coplanaires, nous renongons a donner une démonstration, mais nous
effectuerons des vérificationsau § 3.2.

On regroupe les propriétés 4 et 5 en disant que le produit vectoriel est bilinéaire.
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m Expression analytique du produit vectoriel (ou définition algébrique du produit vectoriel)

En utilisant les propriétés précédentes, nous pouvons exprimer le produit vectoriel en composantes dans une base

orthonormée directe (i, i k). Pour
- - - al - - - - bl
a-ayi +axj + agk = |az|; b=Dbyi +byj + bgk = |by
as bs
ona

- - : :
axb=lai +ayj + azk] x

b1f+b2f + bgg) =
alblixf+albzrxf+a1b3rx;+a2blfxf+
azsz_)Xj_)+azb3j_)><lz+agb1EXi_)+a3b2|Z><j_>+agb3lz><|z:

N

6+a1b2E+a1b3 (—r) +a2b1 (—k

+6+a2b3r+agblf+a3b2 (—r) +6:

(azbg-agby) i + (azby-a;bs)j + (arbzy-azby) k

ai bl ap b3 - as b2

az | x |by| = |agby -ag b (Voir Formulaireset tables)
as b3 a; b, -a, by

3.2 Vérifications

Puisgue, dans I'éablissement de la formule du produit vectoriel, nous avons sauté une démonstration, effectuons des
vérifications.

m L 'expression analytiquedu produit vectoriel possedeles5 propriéésdu § 3.1

Ces vérifications sont | ai ssées au soin du lecteur.

m L 'expression analytiquedu produit vectoriel vérifiela définition géomérique

Direction
¢ .a-
ap bz -az by ai
az by -a; bs az | = (apbsz-azby) a; + (azby -a; bs) ax + (ag by -a, by) az =
az bz—az bl as

SN

N
alagbg—alagbg+a2a3b1—a1a2b3+a1a3b2—azagbl:O Donc c L

N -
D'une maniere analogue ¢ L b.

Retenons e résultat:




ProduitVectoriel-Determinant.nb 20

Sens

e

Pour la base canonique ( i, J, k), lavérification de latroisiéme propriété établit que le sens est correct.

Nous reparlerons du cas général dansle 8 4 en utilisant le critére du déterminant.

Norme

Nous allons démontrer que

-

naxbu?=unan? ansinz ()

En effet, d'une part

||§><bn2:(azbg—a3b2)2+(a3b1—a1b3)2+(albz—azbl)zz
2 h2 2 K2 2 h2 2 h2 2 h2 2 L2
azb1+a3b1—2a132b1b2+alb2+a3b2—2a]_agb]_b3—2a2a3b2b3+alb3+a2b3

D'autre part,

an? ansinz (@) =1 an? an (1—COS2 (w)) =
- N - 2 N - N 5y 2
||5||2Hb|\2—(uau n b cos ((p)) :||a||2\|b\|2—(a-b) =

)2 =

(a§+a§ +a§) (b%+b%+b§> - (a; by +ay by + a3 bs
as b? + a3 b? -2 a; ap by b, + a3 b3 + ag b3 -
2a1a3b1b3—2a2a3b2b3+a§b§+a§b§

ce qui établit I'égalité suivante danslaquelle ¢ désignel'angle entre les vecteurs aethb:

naxbu=unaunw -nbu - |sin (p) (Voir Formulaireset tables)

Géométriqguement, la norme du produit vectoriel axb représente |'aire du parallé ogramme sous-tendu par les

- = .
Vecteurs ( a, b), ce que nous notons comme suit:

Aire parallélogramme(a, B)) - u1axhbu

Cas particulier de deux vecteurs colinéaires

Si, par exemple, E = 1-5, aors

a; bl ay b3—a3 b2 ay Aaz -—asz Aa .
az | x b2 = |agby-a;bz| = |agra; -a; raz =0
as b3 a; by —as by a; ra,-a, Aa
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= Applicationsdu produit vectoriel

m Aired'untriangle

Tl

Géométriquement I'aire du triangle sous-tendu par les vecteurs ( 5, b) est égal alamoitié de l'aire du parallélogramme

sous-tendu par les vecteurs ( 5, b)

Aire (triangle (5,

= Distanced'un point a unedroite

Soit C un point de I'espace et d une droite dont un point d'attache est A et un vecteur directeur est d. Notons

R 1 L -
b)):—naxbn
2

6 = dist(C, d) ladistancedu point C aladroite d.

Introduisonsles points P et Q définispar 5: A—)Pz C_(j L'aire du parallélogramme APQC est égal,

d'unepart a

d'autre part a

0 - ||a||;

ndx ACu. Donc

o =

=Y

nd XEII

=

nodon

(Voir Formulaireset tables)
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8 4 Déterminant

= Définition du déterminant (ou produit mixte)

Le produit mixte suivant est appel € déterminant

N

a x 5 ) . C (Voir Formulaireset tables)

det (a, b, c)

= |nterpréation géomérique du déterminant

Interprétons d'abord la valeur absolue du déterminant:

‘det (5, 6, 8)‘—\| 5><6\| T -COS () = glxgn -h

ou ¢ désignel'angle entre a xB e C tandisque h= C -cos(p) représente la hauteur du parallél épipéde dont

l'sredelabaseest n ax b n:

La valeur absolue du déterminant représente le volume du parallél épipede sous-tendu par les vecteurs ( a, b, 8), ce

que nous notons comme sulit:
Vol (paranélépipéde(a, b, 8)) _ ‘det (a, b, 8) ‘

I nterprétons maintenant le signe du déterminant:

det(a, B E) >0 — cos(p) >0

labase (5, b, 3) est directe (C'est-a-dire obéit alaregle de lamain droite);

det(a, B C) <0 — cos(p) <0

=

labase (5, b, E) est rétrograde;
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det(a,b,z)zo = 5><B=60u8=00ucos(<p)=0
(5, B E) est un systéme linéairement dépendant.

Plus rigoureusement, on établit d'abord que les bases se subdivisent en deux classes digjointes, selon leur orientation. La
regle de lamain droite permet ensuite de sélectionner la classe des bases directes.

m Proprié&ésdu déterminant

Les propriétés suivantes découlent de la définition, plus particuliérement des propriétés du produit vectoriel et du
produit scalaire:

det (a, b, a):a. b x ¢

(5, B 8) estlinéairementdépendant <  det (5, 6 8) =0
det (3, B 8);&0 = (5, 6 8) est unebase
Le déterminant est multilinéaire, c'est-a-dire qu'il est linéaire pour chacun de ses arguments:
det (A-é, b, 8):/\-det (5, b, c),

N

det (a, 0 b, 5):u-det (a, b, s), det (a, b, v.<¢

—

, B, 8):det ( 1, B, 8)+det ( 2, B, 8)

&l

det (T+
det (a, by + by, 8) - det (a, by, 3)+det (a, 2 8)
det (&, b, Ci+Cs) ~det [d b, cif+det (4, b, c5
Le déterminant est alterné, c'est-a-dire si on permute deux vecteurs-colonnes, le signe du déterminant est inversé:
det (b, & c|--det (4 b, c|, det (4 ¢ b|--det (& b, c].

Le déterminant est normé, c'est-a-dire que le déterminant d'une base orthonormée directe vaut 1:

s (7 r Q) est unebase orthonorméedirecte, det (7 i, E) =1

m Expression analytique du déter minant

Par rapport a une base orthonormeée directe (i, i k), introduisons les notations:
. ai b1 C1 a; by cq a; by cq
det (5., b, 8) = det ar |, b, |, {CZJ =det |a, by ¢Ccy| = a, by, c¢»
as b3 Cs az bs c3 asz bz cj3

Au moyen des propriétés précédentes, exprimons le déterminant en fonction des composantes des vecteurs:
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3y by ¢y > > > > > > > > -
a, b, ¢, = det (all +az| + as k, bqi +b2j + bak, cqi +Co2) + c3 k
az bz c3

- - -

aldet (r, b1i%+b2jﬁ + b3k, Cli +C2j +03E)+

> -

a, det (f, byi +byj + bsK, Cii +Co] +c3E)+

- - -

agdet ( E, b1?+b2r + bgk, Cli +Czj +03|z) =

- -

a, det (i, bzf +b3E, czje +cgk)+a2det (r b1r+ bgz, clf+ c3Iz)+

N

as det (k, b1f+b2j9 ; le+02r) =

- - - -

a; b, det (I, r, Czj +C3Iz)+a1b3det (r, k, C2j +C3|z

a, by det (jﬁ, r,Cli_)+C3|z +as b det (J_), |Z,C1i_)+C3lz +
a3b1det (E, i_>, C1r+02j_> +a3b2det (IZ, j—> , C1i+C2f):

- - - -

a, b, ¢ det (F, i, k)+a1b3c2det (i, K,

azblc3det (r, r, |z

+ap bz cydet (jﬁ, k, i

- - - - - a)

agblczdet(k, i j)+a3bzcldet(k, [

a1b203-1+a1b302 . (—1) +a2b103- (—1) +8.2b3C1- (—1)2+
azbicy - (-1)% +agbycy - (-1)° =

a;bocz-a;bzcs —a,bjcz+a,bzcy+azbico-azbscy

L e résultat obtenu peut sexprimer au moyendela réglede Sarrus (Voir Formulaires et tables):

ag bl Cq1
a by c;
az bz cj

=a;b,c3+bycraz +crabsz-azbscy -bszcra; -czap by

= Déterminant dela matrice transposée

On appelle matrice 3 x 3 un tableau de nombresréels formé de 3 lignes et 3 colonnes:

a by ¢y
as bz c3

a; by 01]

On appelle transposée d'une matrice la matrice obtenue en échangeant les lignes et les colonnes

tr

a; by cq a; dp as
a by, c; = |b1 by Dbz
az bz c3 Ci1 C2 C3

On vérifie aisément |'égalité suivante: e déterminant de la matrice transposée est égal au déterminant de la matrice:

a; az as a; by c;
bl b2 b3 = ao b2 Co
Ci1 C2 C3 az bz c3

= Développementsen mineurs

On pourra vérifier que les expressions suivantes sont égales (développement selon la premiére colonne)
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a; by ¢y

b, ¢, b1 ¢, b1 ¢,
a, b, ¢co | =3 be C -a, b C +as by G
as bs cs 3 C3 3 C3 2 C»

(Voir Formulaires et tables). De méme pour le développement selon la premiéereligne

a; by ¢
! ! ! b2 Co a, Co ap b2
o e B 0 e | 20
as bs s 3 Cs3 3 C3 3 b3
= Applicationsdu déter minant
Equation cartésienne du plan
Uy Vi
L'équation cartésienne du plan défini par lerepére (A, U, V) ol A(Xy, Y1, z1), U=|Uz2 |, V=|V2| peut &re calculée
us V3

au moyen du déterminant. Le point P(x, y, 2) appartient au plansi et seulementss AP =r-U+s-V, Cest-adire s et

- >

—
seulement si les vecteurs (u, Vv, AP) sont colinéaires:

Par suite, le point P(X, y, z) appartient au plan si et seulement s

Dans le cas d'un plan défini par 3 points A(X1, Y1, 21), B(Xo, Y2, %), C(Xs, Ya, Za), il suffit de substituer U = TB

v = AC, danslesformules précédentes

(38 « AC) AP -0
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— —

Dans n = AB x AC, on reconnaitra un vecteur normal du plan cherché. On retrouve ainsi laformule #-AP=0 que
nous avions établie ala page 11.

Volume du prisme a basetriangulaire

-

Le volume du prisme a base triangulaire sous-tendu par les vecteurs (5, b, E) est éga a % du volume du

parallélépipéde sous-tendu par |es vecteurs (5, B E). Donc

@l

-

Vol (prisme(a, b, 3)) = ’det (5, 6

(g3
—_

1
2

Volumedu tétraedre



ProduitVectoriel-Determinant.nb

27

Ql

1

Le volume du tétragdre sous-tendu par |es vecteurs (5, b, E) est égal @ 3 du volumedu prisme a base triangulaire

sous-tendu par les vecteurs (3, b, E). Donc

Vol (tétraédre(a, B 8)) =

0| P

‘det (a, b, a) ‘

m Orientation

Pour déterminer |'orientation d'une base, on peut étudier |e signe de son déterminant; par exemple,

det 5, B, a X B) =

axa).

gxg):ngxgnz >0

Donc, si le produit vectoriel n'est pas nul, on est assuré que ( 5, b, a x b) est une base directe.



