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Produilt scalaire en dimension 3

m Liens hypertextes

Produit vectoriel et déterminant:
http://www.del eze.name/marcel/sec?/cours/Geom3D/ProduitV ectori el -D etermi nant. pdf

Supports de cours de mathématiques, niveau secondaire |1 (page mére):
http://www.del eze.name/marcel/sec2/cours/index.html

Norme d'un vecteur en dim. 2 (révision)

Par rapport a une base orthonormée, considérons le vecteur
- - Vi
OP=v= [ )

Vo

P

<u
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Letriangle O P, P étant rectangle en Py(vq; 0), d'aprés le théoreme de Pythagore, on a

- > - e
iviZ= nOP 2= 1OPy w2+ 1P Pu?=V3+v3
V= V2 +v3

- (U S5 (V
Par exemple, calculons lanorme de |a différence de deux vecteurs u = ( ul ) V= [ Vl ) :
2 2

g - U1—Vl
nu=Vi= ||( )u:\/(ul—vl)2+(u2—v2)2 :\/u§—2u1v1+v§+u§—2u2v2 +V3
Uz —Vz

Cette expression ne doit pas étre confondue avec la différence des normes

- -
U —nvi= \/uf+u§ —\/v§+v§
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Norme d'un vecteur en dim. 3

Par rapport a une base orthonormée, considérons le vecteur

Vi
—
OP=v=|Vy

V3

Notons P*(vy; vo; 0)  laprojectionorthogonalede P sur leplan horizontal Oxy.

Letriangle O P* P étant rectangle en P*, d'aprés le théoréme de Pythagore, on a

iviZ= 1OP 1= nOP 12+ P*P||2=(V§+V§) + V3

NV =1/V]+V;5+V3
uj Vi
Par exemple, calculons la norme de la différence de deux vecteurs u=| u, |, v=| v,
us V3
up—-vi
RV _ _ 2 2 2
NU—=VvViu=n|Uz—=Va|n=+ (U -V + (U —V2) + (U3 —V3)
Uz — V3

:\/u§—2ulvl+v§+u§—2u2v2+v§+u§—2u3v3+v§

Cette expression ne doit pas étre confondue avec la différence des normes

- -
nun—nvin= \/u§+u§+u§ —\/V§+V§+V§
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Version vectorielle du théoréme du cosinus (révision)

o, - - \
Considérons deux vecteurs u, v et notons ¢ |'angle entre les deux vecteurs.

Appliqué a cette situation, le théoréme du cosinus sécrit

. = 9 = 9 = 9 - -
nU—Vic=nun“+uovuec—=2uuun nvun cos(yp)

Dans le cas particulier ou I'angle ¢ est droit, leterme - 2 Ui 1V cos (¢) estnul. Ceterme représente la

correction a apporter au théoréme de Pythagore pour le généraliser au triangle quelconque. En isolant ce terme (au facteur -2
prés), on obtient la version vectorielle du théoréme du cosinus:

- - 1 - - - -
nun nvi cos(go):£(||un2+||v”2— ||u—V||2)

Produit scalaire de deux vecteurs en dim. 2 (révision)

Par rapport a une base orthonormée, considérons les vecteurs
— ul — Vl
u= , V =
uz V2
On peut alors simplifier I'expression du théoréme du cosinus:
e g 1 = 5 = 9 e = 9
nun nva COS((,O)Z—(IIUII +uvin© = ||u—V||)
2
1o o o s 2 2
= E(U1+U2+V1+V2—(U1—V1) - (U2 - V2)?)
1 oo 2. 2.2 o 2 _ 2 2
= E(u1+u2+vl+v2—u1+2u1v1—v1—u2 + 2Up Vo — V3)
1
= E(2u1v1+ 2UzV2) = UiVi+ Uz Vo

Cette grandeur est appelée "produit scalaire des vecteurs G, V" et est notée U- V.
On obtient donc deux fagons d'exprimer le produit scalaire dansle plan :

cl cl

- - -

V= 1nuu uviu cos(p)
5

V=

U Vi + Ux Vo
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Produit scalaire de deux vecteurs en dim. 3

Par rapport a une base orthonormée, considérons les vecteurs

uj Vi
— —
u=| Uz |, V=] Vy
us V3

Ces deux vecteurs de |'espace sont nécessairement dans un méme plan. On peut donc leur appliquer le théoréme du cosinus :
- - 1 - 2 - 2 - - 2
nu ||V||COS((,0)=E(||U|| +uvu —||u—V||)

1
2 2 2 a2 a2 42 2 2 2
:5(ul+u2+u3+vl+v2+v3—(u1—v1) - (Uz = V2)* = (Uz — V3)°)

1
—(Uf+us+ui+Vi+V5+VE—uf+2u3vi—Vi—Uj + 2UxVp — V3 — U5+ 2U3 V3 — V)
2
1
= E(ZUlVl+ 2Up Vo + 2U3V3) = U1Vy+ Uy Vo + U3 Vs

Cette grandeur est appel ée "produit scalaire des vecteurs G, V" et est notée U- V.
On obtient donc deux fagons d'exprimer le produit scalaire dans |'espace :

—wdn nvu cos (¢)

cl cl
<! <!

= UpVi+ UzVy+ U3V3

Les proprétés suivantes du produit scalaire sont les mémes en dimensions2 et 3 :

- - - -
u-v=v-u
2 -

u = nui?

Démontrons la premiére propriété en développant par rapport a une base orthonormeée de |'espace.
D'une part,

Ui V1 W1 u; +Vvp W1
- -\ -
(u+ ).W: Ug [+ [ V2 || |W2]|=|U2+ V2 |- |W2
us V3 W3 Uz + V3 W3

= (Ug + V1) Wy + (Up + V2) W3 + (U3 + V3) W3
= U1 W1 + V1 W1 + Ux Wy + Vo Wy + Uz W3 + V3 W3

D'autre part,
upy (wi Vi) (W1
- - - -
U-wW+Vv-wW= | U |- |W2o]|+ |V2]|:|W2
uz) \Wws V3 ) \W3

= (U]_Wl + Uo Wy + U3W3)+(V1W1 + Vo W3 +V3W3)
On peut constater I'égalité des deux expressions.

Démontrons la deuxiéme propriété en dével oppant par rapport & une base orthonormée de |'espace.
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D'une part,

Uy Vi AUy Vi

-\ -
()tu)~v: Aus |- [va]=]Aus]|-|V2
us V3 Aug V3

=AUV +(AU)Vo+(AU3)V3 =AU Vy +AUy Ve + AUz V3

D'autre part,
uq V1
A(G-V):A us |- [ va
(VE] V3

=A(UgVy+UxVo+U3V3) =AU V1 +AUx Vo +AU3 V3
On peut constater 1'égalité des deux expressions.

Démontrons la troisieéme propriété en développant par rapport a une base orthonormeée de I'espace.
D'une part,
Uz Vi
- -
u-v=|[Uzx|[-|V2]=U1Vy+UxVy+U3V3
us V3

V1 uq

- -

V-U= |V2|-|U2|=V1U;+VoUs+V3U3
V3 us

On peut constater I'égalité des deux expressions.

Démontrons la quatriéme propriété en dével oppant par rapport a une base orthonormée de I'espace.
D'une part, le carré scalaire vaut

uz uz
52 5 o 2020012
U =u-u=|JUz|-|U2|=UgU;+UxUy+U3zU3z =U]+ U5+ U3
us us

D'autre part, le carré de la norme vaut

2
.
nun? = (\/u§+u§+u§) =u?+ud+ul

On peut constater I'égalité des deux expressions.



