La cycloide

Marcel Déleze

Application du calcul intégral

Forme paramétrique d'un arc de cycloide

Intuitivement, une cycloide est la trajectoire parcourue par la valve M d’une roue d’un
véhicule lorsque la roue avance sans glisser.
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La longueur OB est égale a la longueur d’arc BM qui s’exprime & partir de I'angle au
centre t = BCM exprimé en radians
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La longueur BC est égale au rayon R du cercle

R
w3 0) -n (i)
ov=-ocsan= () en( Z50)
Horaire du point M
o= (5 ) (1326

Forme paramétrique d’'un arc de cycloide

x(t) = R(t —sin(t))
y(t) = R(1 —cos(t)) 0<t<2rm
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Aire d'un arc de cycloide

2R
A= / g(z)dz
0

ou la fonction y = g(x) n’est pas connue explicitement, mais est définie par le systeme
paramétrique. Effectuons le changement de variable

g9(x) = y(t)

dr = 2/(t)dt
r=04—1t=0
r=2mR+—t=27

A= /O%Rg(x)dx = /027r y(t)2'(t)dt

= " R(1 — cos(t))R(1 — cos(t))dt

= R? /27r (1 — cos(t))*dt

2m 2w 2m
= R? (/ Ldt — 2/ cos(t)dt +/ COSQ(t)dt)
0 0 0

27
= R? (27r—0+/ HCTOS(%)dt)
0

1 2m
= R? (27T —0+7+ 5/ Cos(2t)dt>
0
= R*(2r — 0+ 7 + 0) = 3w R?

Longueur d'un arc de cycloide

Selon l'interprétation cinématique, la longueur d’arc est la somme de petits déplacements
que l'on calcule en multipliant la vitesse instantanée par l'intervalle de temps At. Plus
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Norme de la vitesse
H?(t)H = \/R2(1 — cos(t))? + R%sin®(t)
= R\/l — 2cos(t) + cos?(t) + sin®(t)
= R+\/2(1 — cos(t))
Lot [t
= RV2,/2sin® (= ) =2R|sin [ =
2 2
Pour 0 <=t <=2m, ona 0<= % <=7 et sin (%)20 donc }sin (%)|:sin (%) Ainsi

?(t)H — 2Rsin (%)

2

Longueur d’arc

S =

: E(t)“ dt

271' t
= 2R/ sin (—) dt
0 2
=2R | —2cos (E))
2 0

— 2R((~2)(~1) — (~2)1) = 8R
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