Marcel Déléze
Edition 2017

Théeme :§ 2 Equations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre

Lien vers les énoncés des travaux dirigés:
https://www.deleze.name/marcel/sec2/applmaths/csud/eqg-differentielles/2_EQ-DIFFERENTIELLES.pdf

21TD1 Corrigé (TD = Travail dirigé)
v (1) - -
m
Jy” (t) dt = JF dt
m
F
y (t) = —t+a
m

ou ¢4 est une constante d'intégration dont on peut déterminer la valeur au moyen de la deuxieme
condition initiale

F
y’(@):—0+c1:ve —C1 = Vp
m
F
y (t) = —t+ve
m
F
Jy’ (t) dlt:J —t+ve| dt
m
F 1
y(t) = — —t?+vgt+c
m 2

ou ¢, est une constante d'intégration dont on peut déterminer la valeur au moyen de la premiére

condition initiale

F 1
y(@):——02+v@0+c2:y9 —C2 = Yo
m 2
F
y (t) = —t*+vet+ye
2m
b) Vérifions la solution:
F ©F F
y' (t) = —t2+v9t+y9] = —2t+Vp +0= —t+vy
2m 2m m
F ©F
y  (t) = | —t+ve| = —
m m
F 2
y (@) = —0 +V9@+y0 = Yo
2m
c) Cas particulier F=0 (mouvement rectiligne uniforme)
y (t) =vet+ye
21TD 2 Corrigé
Calculons les valeurs de w pour lesquelles la solution de base y(t) est solution
y1” (t) +qy1 (t) =0 pour tout t
(cos (wt))”+qgcos (wt) =0 pour tout t
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(-wsin (wt)) " +qcos (wt) =0 pour tout t
(-w?cos (wt)) +qcos (wt) =0 pour tout t
(7(1)2 +q) cos (wt) =0 pour tout t
~w? +q=0 ou qlr;>0

wlzﬁ ou w2:*\/?}
y1 (t) = cos (ﬁt) ou y1 (t) = cos (- \/—t> = cos (\/—t)
y1 (t) = cos (Vq t)

Calculons les valeurs de w pour lesquelles la solution de base y,(t) est solution

y2" (t) +qy2 (t) =0 pour tout t
(sin (wt))”+qsin (wt) =0 pour tout t
(wcos (wt)) " +gsin (wt) =0 pour tout t
(—w2 sin (wt)) +qsin (wt) =0 pour tout t

(-w* +q) sin (wt) =0 pour tout t

~w? +q=0 ou q:%>0

wi=vq ou w2 = -4
y, (t) = sin (\/Ht) ou y2 (t) =sin (- \/—t) = —sin (ﬁt)
y2 (t) = sin (\/E t) (le signe sera pris en compte par le coefficients €5)

Montrons que toute combinaison linéaire des deux solutions de base est solution de I'équation
différentielle homogéne

(Ciy: (t) +Coya (t))"+q (cay1 (t) +Cay2 (1)) =
C1yr” (t) +c2y2” (t) +gqcryr (t) +qcay2 (t) =
C1 (y1” (t) +qys (t)) +co (y2" (t) +qy2 (t)) =€c10+Cc,0=0

Yy (t) +qy (t) = (cay1 () +caya2 (t))”"+qg (C1y1 (t) +Cay2 (L)) =
)
)

A partir des conditions initiales, calculons les coefficients ¢4, ¢»
y (@) =c1Yy; (B) +Cays (O) = Cq COS (\/?0) +Cyp sin (\/?@) =C1 = Yo
y (t) =ciyr” (t) +cayr’ (t) =

c1 (cos (v/g t)) +c (sin (v/g t) ) =-c1/q sin (Vg t) +c24/q cos (/g t)

. Ve
y’(@):—clx/?sm(\/?O)chz\/Hcos(\/He):c2\/7:ve —Cy= —
Va
On obtient ainsi la premiére forme de la solution
2]
y (t) =yecos (Vg t) + (Va t)
Va
k [m k
y (t) = yg CcOS — t| +veg | — sin — t
m k m

Posons
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v 5+ V3
a-= C%‘FC% = y%+ 0 - qyeie
q q
. . Ve
w:Ar‘g[clJrlcz]:Ar'g{y@JrJl }
q
On obtient ainsi la deuxiéme forme de la solution
ays+ V3 Vo
y(t):acos(\/?t—(p) ol a= |—— et (p:Ar‘g[y@Hi ]
q Va

Corrigé du travail dirigé 2.2 TD 1 a)

g
” o — e
y P y
L'équation différentielle du deuxiéme ordre est linéaire homogéne a coefficients constants:
g
p=0; q=- "

Puisque p? > q, il s'agit du cas apériodique. Cherchons des solutions de la forme y(t) = e*!

<(ext>”7 §eu -0

!
A (ert)’ - Eotoe
!
)LZ (e)\t) _ g e/\t -9
!
()\2 - g) e’t=0
!
L'équation caractéristique est
w2_8_g
!

dont les racines sont

g ¢ —\/zt
yi(t) =etfeel’ 5y () elrtoe VS

La solution générale est une combinaison linéaire de ces deux solutions

g t

g8 t -
y(t) =ay (’C>+C2)/2(JC)C1<EJT +cpe V'
A partir des conditions initiales, déterminons les constantes c1 et ¢;:

Yo=Y () =c1e?+ce’ =c1+ 0,

~ | 0Q

On obtient
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Yo
C1 =Ch = —

2
g ¢ _ | & ¢
y(‘t):yz—e eﬁ +e V'

En introduisant la fonction suivante appelée "cosinus hyperbolique" (voir Formulaires et tables)

eX+eX

ch (x) = 5

notée Cosh[x] en Mathematica, la solution s'écrit sous la forme plus compacte
E t]
!/
Corrigé du travail dirigé 2.2 TD 1 b)

yo=1; /=4; g =9.81;
o[ fre. 5
y[t_] :=y— eV’ +e V'
2

Durée du glissement (en secondes)

y (t) =yech

Solve[y[t] == ¢, t, Reals]

Solve: Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The answer was obtained by solving a

corresponding exact system and numericizing the result.

{({t->-1.31761}, {t > 1.31761}}

Plot[{y[t], ¢}, {t, @, 2}]

1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1

0.5 1.0 1.5 2.0

es = FindRoot [y [t] == ¢, {t, 1.3}]

{t > 1.31761}

Vitesse finale en %
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y'[t] /. es
6.06527

Corrigé du travail dirigé 2.2 TD 2 a)

Dans un circuit RCL série, on a

Ur = R I = lachute de tension sur la résistance ohmique;
Uc = c Q = latension aux bornes du condensateur; elle est proportionnelle a la charge;

Uing = - L I’ = latension auto—induite aux bornes de la bobine; elle s' oppose aux variations de courants

La loi des boucles de Kirchhoff affirme que la tension électromotrice est égale a la somme des
chutes de tensions

Uind = Ur + Uc

LI’ =RI 1Q
LT -RI+ -
C
1
LI'+RI+_Q=0
C
1
LI”+RI’+EQ’:0

1
LI”"+RI'+ —I=0
C

Corrigé du travail dirigé 2.2 TD 2 b)

R 1
I"+ —I'+ —1I=0
L LC

R 1
2L’ 17 c
Une oscillation amortie a lieu si et seulement si p? < g, c'est-a-dire si
1 R \?2
() e
LC 2L
La fréquence propre du circuit est alors

p

Corrigé du travail dirigé 2.2 TD 2 c)

La solution générale de I'équation différentielle est

y (t) =e Pt (c1cos (wt) +cysin (wt)) =

_ Rt
e 2t
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Corrigé du travail dirigé 2.3 TD 1 a)

R y=yo (position initiale)

,,,,,,,,,,,,,, y=0 (position de repos)

La loi fondamentale de la dynamique donne

mg-ky =my

.o k

y+—-—y-g=9
m

avec les conditions initiales

y (0) =Ye et y (@) =0

Corrigé du travail dirigé 2.3 TD 1 b)

Il s'agit d'une équation différentielle du deuxiéme ordre inhomogéne. On s'attend a des oscillations.
Selon le § 2.2 du cours, nous savons que I'équation homogéene associée

k
y+—y=90
m

posséde des solutions de la forme

Yhom () = @ Pt (cicos (wt) +¢cysin (wt))

ol p=0, q=% et w=+q-p? = ,%,c'est—é—dire

k
| — t
m

Cherchons maintenant une solution particuliére constante

k
- t
m

Yhom (t) = ¢y cos +Cp sin

.. k
y+—-y -g=9
m
k
0+ -y -g=90
m
mg
Ypar‘t:T

La solution générale de I'équation inhomogéne est

k
— t
m

mg
.

+Cp sin
k

| k
Ygén (t) = cycos H t

Pour satisfaire les conditions initiales, les constantes doivent vérifier

. mg mg
C1 COS (@) +Cy sin (9) +T:ye :>c1:y@7T
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| k [ k
-C1./ — sin (@) +c, . | — cos (@) =@ =, =0
m m

Finalement, la solution du systéme est

k
y(t):[y@—%)cos at +%
Corrigé du travail dirigé 2.3 TD 1 ¢) [facultatif]

Il s'agit d'une équation différentielle du deuxiéme ordre inhomogéne. Pour I'équation homogéne
associee

k
9+—y:9,
m

selon le supplément § 2.2 S1 (sur le site internet Documents Mathematica/Annexes/eq-differen-
tielles/2-2_Equa_diff_Suppl.nb), nous posons y(f) = e*!, ce qui nous donne I'équation caractéris-

tique A%+ ﬁ: 0. Aprés avoir posé w = , % , on obtient les solutions A1=iw et Ay =-iw. On

trouve
Yhom (t) =creMtrcet=celvticetvt
=¢C1 (cos (wt) +isin (wt)) +c¢c3 (cos (wt) —1isin (wt))
= (Ci1+Cy) cos (wt) +1 (cy-Cy) sin (wt)
Le théoréme démontré dans le supplément § 2.2 S1, nous donne la solution réelle

Vhom (t) = Acos (wt) +Bsin (wt)

k
| — t
m

La suite du calcul se poursuit comme dans la partie b) ci-dessus.

k
— t
m

= Acos +Bsin

Corrigé du travail dirigé 2.3 TD 2 a)

Selon la loi de Kirchhoff pour les boucles, on a
Q AL
—+LI" = U =Usin (Q1t)
C
Par dérivation, compte tenu de Q'=/, on obtient I'équation différentielle

I A
E+LI" = UQcos (Qt)

A
1 uo
I'"+ —I= —cos (Q1t)
LC L

avec les conditions initiales

I(0) =1 et I'(0) =1,

Corrigé du travail dirigé 2.3 TD 2 b)

Solution homogéne

Cherchons d'abord des solutions de I'équation homogéne associée
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I''+ —I1-0
LC

qui, d'apres le § 2.2 du cours, sont de la forme

Thom (t) =@ Pt (cicos (wt) +¢crsin (wt))
ol p=0, q=L1—C et w=+g-p° = !

, C'est-a-dire
NI

Ihom (t) = cqcos

1
Solution particuliére

t

1
VLC

+Cy Sin t]
\VLC

Pour déterminer une solution particuliere, cherchons une solution qui est périodique, de méme
Tpart (t) = kgcos (Qt) +kysin (Qt)

période que l'excitateur, mais qui pourrait étre déphasée par rapport a la tension

Ipart’ (t) = -kiQsin (Qt) +kyQcos (@)
Ipart” (1) ki @2 cos (Qt) +ky Q2 sin (Qt)
Cherchons les nombres k4, k» qui vérifient I'équation inhomogéne
A
1 uQ
Ipar‘t” (t) + E Ipar‘t (

~+

L —cos (Qt
) C (QT)
A
1 S uQ
(—792] (ki cos (Qt) +kysin (Qt)) = ——cos (Qt)
LC L

A

. uco
kycos (Qt) +kysin (Qt) = cos (Qt)
A

uco

k1

1-LCQ?
L'égalité devant étre vérifiée pour tous les t, il est nécessaire que

1-Lco?’ k2

1
(]

A
Uuca

Ipar‘t (t>
Solution générale

= 1 Lcoz cos (Q1t)

1
Igen (t) = c1cos

1

t| +cysin [
A/LC

Solution vérifiant les conditions initiales

A
Uuco
VLC

+ cos (Qt)
1-LCQ2
Pour satisfaire les conditions initiales, les constantes doivent vérifier

A

. uco
C1 COS (@) +Cy sin (9) + cos (9)
1-LCQ?
1
,Cl

A
uco
:Ig :>C1:Ie—
1-LCQ2
. 1
sin (9) + ¢y cos () =I; = c,=I;VLC
VLC VvLC
Finalement, la solution du systéme est
Uc 1 1 uc
Q Q
I(t)=|Ip- > | cos t| +I;/LC sin t]
1-LCQ AJLC AJLC

+ cos (Qt)
1-LCQ?
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Application numérigue

donnee = {L - 100, c - 10™%, 0 > 0.1, U 3000, I0 - 0, I1 > 1};

UcQ

—) Cos|[

1-Lc@?

1

1 UcQ
ift 1= (Ie— ] +I1VLc sin| t] + < Cos[Qt] /. donnee
L

t
'\,Lc '\/ C ].—LCQ2

1
0.030003 Cos[0.1t] -0.030003 Cos[10t] + — Sin[1lO t]
10

Plot[i[t], {t, @, 2}, AxesLabel » {"t [s]", "I [A]"}]

1Al

0.05

M IR S M S A b g
t 0.5 1 1.5 20
-0.05

Corrigé du travail dirigé 2.3 TD 2 c)

Il s'agit d'une équation différentielle du deuxieme ordre inhomogene. Pour I'équation homogene
associée

1
I'"+—I-20
LC

selon la partie S1 du supplément

https://www.deleze.name/marcel/sec2/applmaths/csud//eqg-differentielles/annexes/2-2-equadiff-suppl.pdf

1

nous posons /(t) = !, ce qui nous donne I'équation caractéristique A% + c=

1

Jic

0. Aprés avoir posé

w= , on obtient les solutions A;=iw et A; =-iw. On trouve

Ihom (t) =C1 (E)th + Cp @th =C1 (Ejlwt + C>y (Eijlwt
=Cq (cos (wt) +1sin (wt)) +cy (cos (wt) -1isin (wt))
= (Cp+Cy) cos (W) +1 (Ccy-C3) sin (wt)
Le théoréme démontré dans le supplément § 2.2 S1, nous donne la solution réelle
Ihom (t) =Acos (wt) +Bsin (wt)
1

= Acos t| +Bsin t

Jvic Vic

La suite du calcul se poursuit comme dans la partie b) ci-dessus.

Corrigé du travail dirigé 2.3 TD 3 a)

1-er pas : Solution générale de I'équation homogéne
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1+
y”__i__;gliy::@ olonpose y (t) =e’*
. 1+u
<(EM>_< V8 e,
!
1+
A_(e*t)’ (1+u) 8 St oo
!
)LZQAt,w@)t:@
!
ekt(kz_w]:@
4
1
oo trwe o
!
L [T
- !

On obtient deux solutions de base

(1+u) 8
yi(t) —eitoel o

)

e
Vo (t) —etetoe

La solution générale est une combinaison linéaire de ces deux solutions

(1+p) 8 t B (1+u) 8 t
Yhom () =C1y:1 () +Cays () =creV +Cye !

2-éme pas : une solution particuliére de I'équation inhomogéne

L'équation inhomogéne posséde une solution constante.

1+
y"_%y:—ug ouonpose y” (t) =0
@ewe
!
1+pu
y==4u
!
uf
Ypart (t) = 1+

3-éme pas : la solution générale de I'équation inhomogéne

(1+u) 8 t _ (1+u) g t l/( /
(t) = Yhom (t) +Ypart (t) =C1 e ! +Ce ! +

Ygen 1+ P

4-éme pas : solution particulieére pour les conditions initiales données
A partir des conditions initiales, déterminons les constantes c1 et ¢;:

ut u

Yo=Y (0) =c1e®+ce?+ =C1+Cy+
1+ p 1+ p
e =
(1+u) te (1+u) -5 (1+u)
y (9) =1 & eV oty |- g R e (C1-C2)
4 ! /

On obtient
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1( u/)
C1=C=— Yo~
2 1+u
1 /J / J{lwlg t 7J (1+u) g t 'u /
Y(t):_(YB_ eV +e ' +
2 + U 1+ p

En introduisant la fonction suivante appelée "cosinus hyperbolique"
e*+eX
2
notée Cosh[x] en Mathematica, la solution s'écrit sous la forme plus compacte

ch (x) =

1+u ut
ch ﬂt +
!/ 1+u

uf

y (t) = (YG—

Corrigé du travail dirigé 2.3 TD 3 b)

yo=1;/=4; g=9.81; u=0.3;

1 uf ’_(“_“)_gt _'_(“_“J_gt uf
y[t_] :=— (ye— ) e ‘ +e ! +
2

l+pu l+pu

Durée du glissement (en secondes)

Solve[y[t] == ¢, t, Reals]

. Solve: Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The answer was obtained by solving a

corresponding exact system and numericizing the result.

{{t > -2.45405}, {t - 2.45405}}

Plot[{y[t], ¢}, {t, @, 3}]

0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

es = FindRoot[y[t] == ¢, {t, 2.5}]

{t » 2.45405}

Vitesse finale en %
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y'[t] /. es
5.49234

Corrigé du travail dirigé 2.3 TD 4 a)

Dans un circuit RCL série, on a

Ug = RI = lachute de tension sur la résistance ohmique;
1
Uc = c Q = la tension aux bornes du condensateur; elle est proportionnelle a la charge;

Uind = -L I’ = 1a tension autoinduite aux bornes de la bobine;
elle s' oppose aux variations de courants

Ugen = Ug sin (Qt) = la tension délivrée par le générateur;

La loi des boucles de Kirchhoff affirme que la tension électromotrice est égale a la somme des
chutes de tensions

Ugén +Uing = Ug + Uc

1
Up sin (Qt) —LI’:RI+EQ
1 .
LI’+RI+EQ:U951n (Qt)
1 .
LI”+RI’+EQ’: (Up sin (Qt))’

LI”+RTI + lI =Qcos (Rt)
C
Corrigé du travail dirigé 2.3 TD 4 b)

u = -alL R
I (t) = ° oc cos (Qt) + sin ()

\/R2+<QICQL)2 \/R2+(QlcQL)2 \/R2+<QICQL)2

QL

U R .
Cos[Qt] + sin[Qt]

1
0 ac
\/R2+(;—C—QL)2 {\/RH(J—C-QL)Z \/R2+(;—C—QL)2

1
Simplify[L f"[t] +Rf [t] + — f[t] -QUBCos[Qt]]
C

flt_] :=
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