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Theme :§ 1.1 Equations différentielles ordinaires
Lien vers les énoncés des travaux dirigés:
https://www.deleze.name/marcel/sec2/applmaths/csud/eq-differentielles/1-1_EQ-DIFFERENTIELLES.pdf

Corrigé de 1.1 - TD 1 : Croissance dont le taux par unité de temps est
constant

Clear[r, n, t, T, A];

SetOptions [Plot, Axes -» True, AxesOrigin » {0, @}, Prolog -> PointSize[0.016],

PlotRange -» All, AxesLabel -» {"t", "A[t]/A[O]"}, ImageSize » {500, 300}];

Premiére étape : suite géométrique de raison ;—

Comme étudié dans le cadre des intéréts composés, considérons une quantité A(f) qui, a chaque
durée T, diminue de moitié

1 1)3
AGBT) =A(2T) =A@ (_)

La suite n+ A(n T) est géométrique de raison ;—

A T A (0 (1]”
nT) = —
(nT) (0) 5

neN

-
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Show[Graphics [{Table[Point[{n 12, [%]n}], {n, @, 5}] }],

Ticks » {{{12, "T"}, {2 «12, "2T"}, {3~ 12, "3T"}, {4 - 12, "4T"}}, Automatic},
Axes - True, AxesLabel -» {"t", "A[t]/A[0]"}, AspectRatio » 1, PlotRange - {0, 1}]
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Deuxiéme étape : fonction exponentielle de base r

1 n
A(nT) =A (9) (5], neN

Considérons maintenant que la variable t=n T est réelle, c'est-a-dire n = % continue.

Gl

T=12;r=0.5%T; Plot[r", {t, -2, 60}

1)+
A(t) =A (0) (f) =A (9)

=A (0) rt ou -
2 r

A[t)/A[0]
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Par définition, le taux d'accroissement par unité de temps est le rapport i = a°°r°'sseme”\fap|2:r‘"'te de temps

O A(t+1) -A(t) A@ rvl_A(@)rt ptl_pt  ptl pt )
i= = = = - =-pr-
A (t) A (0) rt rt rt rt

Le taux i est donc constant.

Troiséme étape : fonction exponentielle de base e

Passons de I'exponentielle de base r a I'exponentielle de base e

[A(t) -A(0) T, teR, A= 1n (r)

Cette formulation est équivalente a la précédente

T=12;r=0.5%T; X = Log[r]; Plot[e**, {t, -2, 60} ]

ALt)/A[0]
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Quatriéme étape : équation différentielle d'une grandeur A(f)_qui varie selon un taux constant

A(t) =A (0) et
Calculons la dérivée
A () =A (0) xe't = XA (1)

L'équation différentielle est

A" (t) = AA (1) ou A estune constante
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Retenons le résultat :

Si une grandeur A varie selon un taux par unité de temps i constant,
alors la dérivée de A est proportionnelle a A.

Cette équation différentielle posséde une infinité de solutions, par exemple,

A (t) = et
A(t) =2e't
A(t) =mett

Pour obtenir une solution unique, on ajoute une condition initiale
A(9) = Ap ou Ap estune valeur initiale donnée

Le probléme de croissance a taux constant peut maintenant étre récrit sous la forme d'une équation
différentielle avec condition initiale

A (t) = 1A (1)
A (0) = Ag

ou A et Ap sont des constantes données par exemple A=In(1+/).
La solution de ce systéme est la fonction

A(t) =Apet

Cinguiéme étape : interprétation géométrique du taux et de la dérivée

Dans le graphique ci-dessous sont représentées
la fonction exponentielle A (t) = Ag et
la droite sécante qui passe par les points (0, A(0)) et (1, A(1)) dont la pente est i
la droite qui est tangente a A en 0 dont la pente est A=In(r) =In(1 +1)
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Numériquement, les valeurs de i, A sontici
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{i, 2}
{-0.0561257, -0.0577623}

Corrigé de 1.1 TD 2

Le taux d'accroissement relatif de f(f) = c r! sur l'intervalle [t, t+ At] est indépendant de t car

f(t+a) -Ff (t) crtat _cpt  ptiat _pt pt (pat_ 1) rot_ 1

At f (t) ~ Atcert At Pt At Pt At

Le taux d'accroissement relatif de g(t) = a e*! sur l'intervalle [t, t+ At] est indépendant de t car
el (tent) _axt eit (e)LAt_:L) elot _ 1

g el (t+At) _ 5 a2t

g (t+A)-g(t) ~ ~ ~
At g () At aert At ert At ert At
Le taux d'accroissement relatif de f(f) = ¢ r' a l'instant t est indépendant de t car
£ty c(rty”  (rty” 1n (r)rt
= = = =1n (r)
f (1) crt rt rt
Le taux d'accroissement relatif de g(t) = a ¢! a l'instant t est indépendant de t car
g/ (t> a <ekt>' (ekt)' et N
g (t) T qert @At art
Corrigé de 1.1 TD 3
1.1-TD 3 Fonction dont la dérivée est proportionnelle a la fonction
Hypothéses
a’ (t) =a (t) ou a(t) #0
a(@) =1

Il s'agit d'une équation différentielle avec condition initiale que nous allons résoudre :

a’ (1)

=1

a (t)

a’ (t)

J dt = Jl dt
a (t)
In(ja(t) |)=1t+c ou C estune constante réelle
exp (In|a(t) |) =exp (t+c)
| a(t) | =e"c
|a(t) | =eet ou e° estune constante positive
a(t) =aget ol  ag estune constante réellenonnulle (ag = + )

Hypothéses
b’ (t) =b (t) ou b(t) +0
b (@) =2
Il s'agit d'une équation différentielle avec condition initiale que nous allons résoudre :
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b” (t)
b(t)
b (t)
J dt = Jl dt
b (t)
In(|b(t) |)=t+c ol C estune constante réelle

exp (In | b (t) |) =exp (t+cC)
| b(t) | =e"c
| b(t) | =e‘et ou € estune constante positive
b (t) =bget ou bg estuneconstante réelle nonnulle (bg = + e°)

b (0) =bge® =bg =2

b (t) =2et
Hypothéses
4
c’ (t)—gc(t) ou c(t) +0
(0) .
C = —
8
Il s'agit d'une équation différentielle avec condition initiale que nous allons résoudre :
c (t) 4
c(t) 3
¢ (t) 4
J‘ dt:v{—dt
c (t) 3
4
In(jc(t) )= g‘c+k ou k estune constante réelle
4
exp (In | c(t) |) =exp §t+k
4
| c(t) | =e "
lc(t) | =e¥es® ou X estuneconstante positive
4
c(t) =cges ™ ol  Cp estune constante réelle non nulle (ce =+ ek>
1
c(0) =cge® =cg=—
8

1
d’(t):—zd(t) on  d(t)+0
d (0) = 100

Il s'agit d'une équation différentielle avec condition initiale que nous allons résoudre :
d (t) 1

d (t) 4

d (t) 1
J‘ dt:—f—dt
d (t) 4
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1
In(|d(t) ) = —Zt+c ou C estune constante réelle
1
exp (In | d (t) |) =exp —Zt+c
“Ltic
|d(t) | =e
1
|d(t) |=e‘es’ ou e® estuneconstante positive

1
d(t) =dge s’ ou dp estuneconstante réellenonnulle (dg = + €)

d (0) =dge? =dg = 100

ld (t) - 100 "

Corrige de 1.1 TD 4

a)
Dans I'équation

mg-Vog-kv=ma
remplagons a par la dérivée de v puis isolons v’

mg-Vpg-kv=mv’

k Vog
Vi=-—V+ |8~
m m
La condition initiale est
v (0) =0

L'équation différentielle avec condition initiale est donc

) k Vog
Vi=-—V+ 8-
m m
vV (@) =0
b)
Vérifions que la fonction donnée est solution. D'une part,
mg-Vp k K mg-Vp K
V(t) _"e-YoE (-1) |-— e’%:ue’f
k m m
D'autre part,
k \Y k mg-Vp t \Y
__V(t)+(g_ rg) _k u(l_ef%)% LA
m m m k m
- mg—Vpg( _e,g) +[g_ Vog mg—Voge,Lt
m m m
Pour la condition initiale
mg-V
v (0) :ﬂ“—ee) =0

k
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c)
Pour déterminer une solution constante, cherchons s'il existe une solution telle que
v (t) =0

Remplagons dans I'équation différentielle

k Vog
0:——v(t)+(g—
m m
k mg-Vp
_V(t):u
m m
mmg-V mg-V
v (t) = & g Dg: g [o 3
k m k

Cette fonction constante est donc solution.

La vitesse initiale n'est généralement pas nulle

mg-Vog

e

La vitesse % peut étre interprétée comme "vitesse limite de chute" : aprés un certain temps,

vV (9) =

la vitesse du corps donnée dans la partie b) devient a peu prés constante et vaut
(m*VO)g(Jﬁ ,Lt) mg-Vog

m

lim v (t) = lim

tow tow k k
Corrigéde 1.1 TD 5
Partie a)
1
f(x) =
1-x
Calculons le membre de gauche
’ -1\’ -2 ’ -1 1
Fx) = ((1-x) 1) = (-1) (1-x) 2 (1-%x)" = ——— (-1) =
(1-x)? (1-x)?
Calculons le membre de droite
1 2
P(x):[
1-x

Donc f'(x) = f2(x).

f (0 ! 1

(0) = 1 o0

f(x) est bien solution de I'équation différentielle avec condition initiale.
Partie b)

Fx) =2 V2ex
Calculons le membre de gauche

" 1 V2 1

) =V2 [(24%):) 2 D (24%) 5 (24%) = 1-
2 2/2+x V2 A2+ x

Calculons le membre de droite
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1 1

f(x) 2 V2ex

Donc f'(x) = f(17)

f (@) =2 V2+0 =2 21
f(x) n'est pas solution de I'équation différentielle avec condition initiale.

Partie c)

1
f (x) - (x?-2xc+c?)

Calculons le membre de gauche

1 1 X-C
f(x) = — (x*-2xc+c?) = — (2x-2¢c) =
4 4
Calculons le membre de droite
1 1 X-C
VF (x) J(x22xc+c2> \/(xc)z _Ix-cl
4 4 2
Donc f’(x)=\/ f(x) pour x=c.
1 c?
F(O):Z(Oz—z 0C+C2>:I:1 donc c=-2 ou c=2

Choisissons ¢c=-2

1
f (x) = (x2+4x+4):1x2+x+1 pour x> -2

BR
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