Marcel Déléze
Edition 2017

Théme : § 3 Circuits RLC

Lien vers les énoncés des exercices :
https://www.deleze.name/marcel/sec2/applmaths/csud/complexes/3-Circuits_RLC.pdf

Corrigeé de l'exercice 3-1 a)

Admittance complexe du condensateur

wC |
YC = . =1w C
- -1
Impédance de l'association R, L en série

ZRL:ZR+ZL:R+i0)L
Za = ‘ Zn ‘ - JR2 1 w2 L2
wlL
Arg (ZRL) = Arctan (?]
Admittance complexe de I'association R, L en série

1 1 (R-iwl) (R-iwl) R . wlL

YRL:—: = = =
- Zpt R+iwl (R+iwl) (R-iwl) RZ + w? L2 RZ + w? L2 RZ + w2 L2

Admittance complexe du circuit (association en paralléle)

R . wl R C(wC (RP+w?L?) -wlL
Y=Yc+Yp= ———+1 | wC- - i
- - 5 R+ w?L? R+ w? L2/ R2+0?L2 R? + w? L2
Admittance réelle du circuit
R 2 wl 2
Y = — | +|wC- ——
R? + w? L2 R? + w? L2
Déphasage du courant a travers le générateur
wlL-wC (R?+w?L2)
@ = -Arg (Y) = Arctan
- R
Forme polaire de I'admittance complexe du circuit
Y=Yelv¥
Courant complexe a travers le générateur
I=UY=0elvtyeiv-(yel@to
Intensité du courant a travers le générateur
wl 2

P R 2
I-0v=0 (—] N
R2 + w2 L2

Forme polaire de I'admittance

Yre = Ype @+ % ou
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1
e et

RZ + w2 L2

Yre = ‘

w L

01 = ~Arg (YE{L) - Arg (ZE(L) -Arg (R+iwl) = Arctan

Courant complexe a travers R et L

I; =UYg = 0 ei“tYRL e’i #1 = OYRL ei (0t-01)

Le déphasage du courant /4 est égal a ¢4 et son intensité est
.. 0
I; =UYg =
RZ + @? L2
Tension complexe aux bornes de la bobine

U=2T;=iwlTiel@to) _yLelifel @to oy T)el T0s) el wtw)

Amplitude de la tension aux bornes de la bobine

~ ~ wLO
U=wlLlj= ——
VR? + w? L2
Retard de phase de la tension aux bornes de la bobine (par rapport a la tension aux bornes du

générateur)

7T wl 7T
L//:gol——:Ar'ctan(—]——
2 R 2

Corrigé de I'exercice 3-1 b)
Pour R, L, C donnés, I'admittance est une fonction de w

Clear[y];

R 2 wl 2 .
ylw_] := (—) +(wc-—) /. {R>5,L-0.01, C> 107}
R? + w? L2 R? + w? L2

Courbe d'antirésonance
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Plot[y[w], {w, ®, 5000}, AxesOrigin - {0, @},
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AxesLabel » {"w\n[s™']", "Y [@7']"}, ImageSize - {400, 300}, PlotRange - All]

Y[Q

w
L 1 L L 1 L L 1 L L 1 L L 1
1000 2000 3000 4000 5000 [s7']

Limit[y[w], w - 0]

0.2

Limit[y[w], w » ]

Lorsque la fréquence du générateur est proche de la fréquence d'antirésonance du circuit, I'admit-
tance du circuit est minimale, lI'impédance est maximale et le courant est minimal. En particulier, le

circuit laisse bien passer les courants de haute fréquence.

Pulsation d'antirésonance

wr = w /. FindRoot [y ' [w] == 0, {w, 500, 2000} ]
987.292

On remarquera que la pulsation d'antirésonance n'est pas égale a

1
Jie

La fréquence d'antirésonance, exprimée en Hertz, est

de

wr
vph = —
27
157.132

Valeur minimale de I'admittance [Q~"]

ylor]
0.0446643
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Etude de la fonction

Le package EtudeFct offre diverses procédures pour faire des études de fonctions, en particulier
pour dresser un tableau de variations.

Pour avoir accés au package, il suffit de connaitre son adresse web:
Needs ["EtudeFct™ ",
"https://www.deleze.name/marcel/sec2/applmaths/packages/EtudeFct.m"]

Pour ne pas oublier d'exécuter ces instructions au début de chaque session de travail, il est con-
seillé de déclarer les instructions Needs comme étant des cellules d'initialisation. Pour ce faire,
sélectionnez les cellules voulues puis passez par le menu

Cell / Cell properties / Initialization cell

Clear[y];
R 2 wl 2 a
ylw_] = (—) +(wC——) /. {R>5,L-0.01, C> 107}
R? + w? L2 R? + w? L2
25 w 0.01w 2

+

(25 + 0.0001 02)?

10000 25 +0.0001 w?
Reduce[y'[w] == @ Aw > 0, w, Reals]

w = 987.292

cond[w_] = w > 9; restreins[cond]

X >0

Ntv[y]
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Ensemble de définition de f : x>0.

25. 0.01 x 2
fix) = ~+ [0.0001x - ——————
(25. + 0.0001 X?) 25. +0.0001 X

négatif pour | xe{}
Signe (f(x)) : nul pour xe{}
positif pour | x>0

f'(x) = [1. (-3.59375x18" x - 1.3125x 16" x* + 750000. x> + 1. X’
25. 0.01x 2
+]0.0001x - — — /
(25. +0.0001 x2)* 25. +0.0001 X2

((250000. + 1. x*) (2.5x10" +5.625x10"" x* - 1.5x10° x* + 1. x°) )

négatif pour |0 < X < 987.292
Signe (f' (x)) : nul pour X = 987.292
positif pour| x>987.292

f''(x) =

1. (-2.24609x10% + 2.34375x10>* x* + 8.67188x10°° x* + 5. x16°% x® - 3. x 10" x® + 6. x 10> x*° -

"/

25. 0.01 x
2.x10° x'? +1.11022x10 ¢ x**) +|0.0001x - ————————
(25. + 0.0001 x2)? 25. +0.0001 x*

((250000. + 1. x?*)? (2.5x10" +5.625x10™ x? - 1.5x10° x* + 1. x°)?)

négatif pour |0 <Xx<382.019 || x>1568.78
Signe (f'' (x)) : nul pour X == 382.019 | | x == 1568.78
positif pour 382.019 < x < 1568.78

Candidat (s) extremum(s) : {{987.292, 0.0446643}}
Candidat (s) points(s) d'inflexion : {{382.019, ©.139083}, {1568.78, 0.100715}}
Du co6té +w, asymptote affine y = (0.0001)x +(0.)

Du c6té -o, fonction non définie.
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Corrigé de l'exercice 3-2 a)

La tension de sortie Us est mesurée en |'absence de courant de sortie. Autrement dit, Us est inter-
prété comme un interrupteur ouvert dont on demande la tension aux bornes. Dans le circuit, les
trois composants passifs sont disposés en série. L'impédance complexe du circuit est

1
Z=2ZR+Z +Zc=R+1 |wlL-—
- - - - wC
Comme tension complexe, choisissons
U=Ueetvt
Le courant complexe s'écrit alors
U 0 (ejiwt 0
I=2-= = S el wtop) ou ¢ = Arg (Z)
- 7 Ze'? Z -

La tension de sortie Us est la tension aux bornes de I'assemblage RL. Calculons d'abord I'impé-
dance complexe RL:

ZRL:ZR+ZL:R+].1(UL

En coordonnées cartésiennes, l'atténuation complexe de la tension de sortie s'écrit

Us
a=—-=
- Ue
Zpel  Zre R+iwl (R+iwl) (R—Ji(Q)L—i)) (—%+R2+L2w2)+j£
Z1I ; z _R+J'l(waﬁ> ) R2+<wL—%)2 ) R2+<wL—%)2

En coordonnées polaires et en notant  le déphasage, I'atténuation complexe de la tension de

sortie s'écrit
Us 1 i(wt-u
a:;:U € :Uiejw
- Ue Ue(eilwt Oe
| Zr R? + (w )2 RZ+ (wl)?
a = a = = =
2 1 Z 5 RZ+ (wl- 2)?
. R2+ (0L - =) we
R+iwl L R
U =Arg (a) = Arg :Ar‘g((——+R2+L2w2 +1 —
- R+j(wL—$> C Cuw

On peut maintenant calculer la tension de sortie sous la forme complexe:

- Zg. Ue
Z

(eJi (wt+Y)

Corrigé de l'exercice 3-2 b)
R, L, C étant donnés, I'atténuation complexe est une fonction de w.

Clear[ac, R, L, w]
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R+iwl 4
acfw_] :=——— /. {R>5,L-0.01, C> 107"}

R+i(wL-L)
wC

Plot[{Abs[ac[w]], E}, {w, @, 5000}, PlotStyle » {Dashing[{}], Dashing[{0.02}]1},
2

AxesOrigin - {@, 0}, AxesLabel -» {"w\n[s™*]", "a"}, ImageSize - {400, 300} |

2.0 f
10 f
) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) w
1000 2000 3000 4000 5000 [s7']

1
Reduce [Abs[ac[w]] < —Aw > @, w, Complexes]
2

0 <w=<528.039

Les basses fréquences sont fortement atténuées. L'atténuation est inférieure a 50 « % pour
w <528 s~ (voir figure).

Reduce[Abs[ac[w]] > 1A w > 0, w, Complexes]

w > 707.107

Pour w>707.1 s, le signal est amplifié. 1l s'agit donc bien d'un filtre passe haut.
Pour R, L, C donnés, le déphasage de la tension de sortie est une fonction de w
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Plot[Arg[ac[w]], {w, @, 5000}, AxesOrigin - {0, 0},

AxesLabel » {"w\n[s™']", "dephasage [rad]"},

T
Ticks -» {Automatic, Range[-rx, 7, —]}, AspectRatio » 1, ImageSize » {450, 450} |
12

dephasage [rad]
2m
3

7
12

SE

5m
12

JE

>3

e

SME

w
n 1 n n n n 1 n n n n T T i A
1000 2000 3000 4000 5000 [s7]
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Corrigé de l'exercice 3-3 a) et b)

Admittance du premier bloc (association en parallele)
1 1 1 1 wCq 1 iwC
Yi= — = : ¥ = : - — = : - =
- Zq Ri+1iwls _ Ri+1wly 1 Ri+1wly i2
, wCy
1 . 1+ia)C1(R1+iwL1) (1—w2L1C1)+ia)R1C1
- +1LL)C1: ; = ;
Ri+1wlq Ri+1wlq Ri+1wlq
Impédance du premier bloc
1 R1+iwL1
Zi= — = ' =
- Y1 (170J2L1C1)+10JR1C1
(R1+iOJL1) ((170J2L1C1) 7in1C1) R1+iw ( Ll, wzclL%— ClR%>
C (1-02L1G)2+ (wRiCp)?

(1-w2L1C1)%+ (wR1Cq)?

Impédance complexe du deuxiéme bloc (association en série)
1

(Usz

22 = R2 +1
- w Cz
Avec les données numériques, I'impédance et le déphasage sont des fonctions de w
subst = {Ry > 5, R, » 5, L; > 0.01, L, » 0.01, C; » 100 - 18°°, C; » 100 - 10°°};

1
z2c[w_] =Ry +1 (w L, - —) /. subst
O)CZ

z2c[w]
10000
+0.01w

5+1
w

Impédance totale complexe (association en série)
R1+iw(L1—w2C1L%—C1R%) . 1
Z=171+12; = +Ry+1i|wly- -
- - (1-w2L1C)%+ (wRyCq)? w Gy
R1 . w(Ll—wzClL%—C1R§) 1
+Ry| +1 +lwly -
(1-w2L1C1)2%+ (wRy1Cq)?2 (1-w2L1C)2%2+ (wR1Cq)?2 wCy
]] /. subst

ll)Cz

Zc[w_] :=
w (L1- w?CL}- CyRY) [ Lt
+|lwly - —

Ry
1-02L3C)%+ (wR1 Gp)?

((1—w2L1C1)2+ (wRyC1)? +R2] Hl((

10000 w (0.0075 - 1. x 1078 w?)
- +0.01w+ ;
w 4 (1-1.x10°0?)?
4000 000

zc[w]

> .
+ 1

5+
2
—  (1-1.x10°0w?)?
4000 000

Impédance totale réelle

Z= 12
Atténuation réelle

0 I Ug 1 Us Z, I Z;

S _ _ - - _
a=— = = —_— = _— = —_—

Oe I Ue | Ue Z1I Z ‘
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alw_] :=Abs[zz:%
Z w

Plot[a[w], {w, @, 5000}, AxesLabel » {"w\n[s™']", "a"}, ImageSize - {500, 300} |

n 1 w
5000 [s7']

1
Reduce[a[w] < —Aw > @, w, Complexes|
2

693.11 < w < 1282.07

L'atténuation est inférieure a ;— pour |693.1s'<w<1282.1s"|

Considérons maintenant I'atténuation complexe. D'une part, sous la forme cartésienne, cette atténua-
tion est

D'autre part, en notant ¢ le déphasage de la tension de sortie, cette atténuation s'écrit comme suit
sous la forme polaire
Us 0, ei (vt+d) 0, ‘

a=—=—— - — ¥ -ael¥

- Ue Oe elwt Oe
Il s'ensuit que

V)
¥ =Arg (a) =Arg (?)

Ylw ] := Ar‘g[—zzc[w]

]

Z2G [w]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



3-circuits_rlc-cor.nb | 11

Plot[¥[w], {w, @, 5000}, AxesLabel -» {"w [s7*]", "¢ [rad]"},
TT
Ticks -» {Automatic, Range[-x, n, —]}, AspectRatio - 1,
12

ImageSize - {450, 450}, PlotRange - All]

=13 @y

IE

NE

n n n n n 1 n n n n T T
1000 2000 3000 4000 5000

wl[s™]
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Corrigé de l'exercice 3-4

Si on décrete que Us ne délivre pas de courant, on commence par étudier le circuit en ignorant l'arc
ou se trouve Us. |l s'agit d'une association en paralléle de deux blocs. Le premier bloc a pour
impédance

Z; =R+R=2R

l'impédance du deuxiéme bloc est

1
Zo=r-i —
- w C
L'admittance du deuxiéme bloc est
v 1 1 wC wWwC (wrC+1)
= — = = -
- Z; I"*]'li wrC-1 ((,L)I"C)ZJrl
_ wC
L'admittance totale est
1 1 w? r C? _ wC
Y= —+ Y2 = — + + 1
- 2R - 2R (wrQ)%2+1 (wrC)2+1

Le courant complexe contient deux informations : l'intensité du courant et le déphasage du courant

U
I-—-=UY
— ; - =
I=Ue Y|
0 =Arg (Z) = -Arg (Y]

Tension de sortie

Pour calculer Us, considérons la petite boucle en bas a droite, celle qui est formée par les com-
posants Us, R et r. Orientons cette boucle dans le sens direct. En supposant que le courant / circule

dans le sens direct, le sens de /4 est rétrograde tandis que celui de /, est direct.

US:—RI1+r‘IZ:

Ue Ue 1
-R—+r — =Ug (7R—+r‘ Yz] = Ue
Z, Z, - 2R -

+ 1

w?rC? ' wC ]J
(wrC)2+1 (wrC)2+1

Le déphasage y de la tension de sortie est définie en comparant
Ue = Ue e]i wt

U, = 0, ef @tv)

Aussi est-il avantageux de considérer I'atténuation complexe de la tension de sortie

U_s {Js ei (w t+Y) {]s y
a=-—=——"—""—=——€¢€
- Ue Ueeiwt Ue
Us w2 rC2 wC J ( 1 (wrQ)? wrC
a=—=-—+7n + 1 = |-—+ + 1
- Ue 2 (wrC)?2+1 (wrC)2+1 2 (wrQ)?+1 (wrC)?2+1
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De l'atténuation complexe, on tire l'atténuation réelle

1 (wrC)2 \?

( wrC )2
+
0, 2 (wrC)2+1 (wrC)?2+1

+

Simplify| [_21 (wrc)? ]2+[( wrc 1]2]

1

2

De l'atténuation complexe, on déduit aussi le déphasage de la tension de sortie
(wrc)? , wrcC

1
Y =Arg (a) =Arg ((- —+ ) + 1
- 2 (wrC)?+1 (wrC)?+1

Pour des valeurs fixées de R, C, et w, le déphasage est une fonction de r. Par exemple,

1 (erc)? . wrcC .
¥lr_] :=Arg[[-—+ ———|+i—— /. {R>5,C-> 100 - 10°°, v - 1000} ]
2, (wrc)?+1 (wrc)?+1
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Plot[z[/[r], {r, 9, 200}, AxesLabel -» {"r\n[Q]", "¢ [rad]"},

T
Ticks -» {Automatic, Range[-x, n, —]}, AspectRatio - 1,
12

ImageSize - {450, 450}, PlotRange - {Automatic, {0, x}}]

y [rad]
o

r
n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1
0 50 100 150 200 [Q]

Par un choix convenable de r, il est possible d'obtenir n'importe quel déphasage @ €10, m sans
modifier la tension de sortie. C'est pourquoi le circuit est appelé déphaseur.
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Corrigé de l'exercice 3- R 1, partie a)

Impédance complexe de la bobine
Zy=kR+ikwlL=k (R+iwl)

Impédance réelle de la bobine

Z, = k~/R% + w? L2

Courant de créte dans la bobine

A A

A U u

= —=—
21 kVRT+w? L2

Corrigé de I'exercice 3 - R 1, partie b)

Admittance complexe de la bobine
1 1
Yl = — = —
- Z; k(R+iwl)

Admittance complexe du condensateur

1 1
Yz:—: =1Cuw
R S

- wC

Admittance complexe de I'assemblage en parallele
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1
Y:Y1+Y2:—+Jij
- - - k (R+1wl)
y 1+iCwk (R+iwl) (1-kw?LC)+ikRCw ((1-kw?LC)+1ikRCw) (R-iwl)
- k (R+iwl) - k (Rtiwl) - k (R+iwl) (R-iwl) -

1
K (R2+ L2 w?2)
R+1i (-Lw+ CkRZw+ CkLZ2w?)

k (R2 + L2 w?)

R+i (-Lw+ CkRZw+ CkL?w?)
- K (R + L2 0?)

L'admittance réelle est le module de I'admittance complexe

\/R2+ (-Lw+ CkR2w+ CkL2w3)?

Y= 1Y =
- k(R2+L2w2)

Impédance complexe de I'assemblage en paralléle

Z =

<R

Impédance réelle de I'assemblage

1 k (R2+L2w?)
Z = — =
Y

\/R2+(—Lw+ CkR2w+ CkL2w3)?
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Corrigé de l'exercice 3 - R 1, partie ¢)

SetOptions [Plot, ImageSize -» {400, 250}];
Unprotect[C];

Clear[z, k];

w=20000; C=10"°; R=5; L = 1073;

k (R2 + 12 wz)

Z[k_] HE

R+ (-Lo+ CkR2w+ CkL2w?)?
Plot[z[k], {k, @, 1}, AxesLabel » {"k", "Z [Q]"}]

Z[Q]

20

10

1 n n n 1 n n n 1 n n n 1

0.2 0.4 0.6 0.8 — ‘ 1.0
Réglage de k pour une impédance maximale

Reduce[z ' [k] == 0, k, Reals]
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