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AVANT-PROPOS.

En janvier 1976, M. Déleéze et J.-J. Go&l publiérent le
premier élément fini de classe Cl défini sur un tétraédre @].
Accompagné d'un autre élément de degré plus élevé, cet &lément
fini fit l'objet d'un article dans "International journal for
numerical methods in engineering" Eﬂ .

Pour distinguer ce premier élément des versions ultérieures,

nous l'avons baptisé variante I-A. Il s'agit d'un élément a 16

paramétres; ce sont, a chaque sommet du tétraédre, la valeur de
la fonction et de ses trois dérivées partielles. Les interpolants
sur un tétraédre sont définis & partir de 44 fonctions de réfé-
rence, a savoir 16 polyndmes de degré < 3, 12 polyndmes par mor-
ceaux de degré < 3 et 16 fonctions rationnelles par morceaux.

La forme de ces derniéres fonctions est lourde et compli-
quée. Cette thése vise 3 déterminer des fonctions de référence
un peu plus simples. Nous avons abouti & deux éléments finis
améliorés, la variante I-C et la variante II. Les méthodes que
nous avons développées sont assez générales et peuvent apporter
une contribution & la construction d'autres éléments finis. La

construction a &té complétée par l'analyse de l'erreur d'inter-

polation dans les espaces de SOBOLEV.

hhkikhi%

Cette publication a &té faite avec 1l'appui financier du Conseil de
1'Université de Fribourg.
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§ 1 INTRODUCTION.

l1.1. Définitions.

Tous les éléments finis dont nous parlerons seront des
éléments finis droits, c'est-&-dire définis sur des polyédres

deIRn.

Définition 1.

Un élément fini est un triplet (X,Q,V) ol

(1) K est un polyé&dre compact de R" dont l'intérieur n'est
pas vide;

(ii) V est un sous-espace linéaire de Cs(f);

(iii) Q: Cs(f) ——9]RN est une application dont les composantes

Ql,...,QN , appelées paramétres, sont de la forme

Qi(v) V(Ai), Ai € K,

ou bien Qi(v) Dv(Ai)(Eil),---r

ou bien Qi(v) DSV(Ai)(Eil,---,EiS),

n .
Eiqreeer g ER, 1= 1,...,N.

(iv) Ia restriction Q[V est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

Définition 2.

L'interpolation associée & un élément fini (X,Q,V) est l'applica-

tion linéaire
s —

T = (0 () .



Définition 3.

Désignons par {el,...,eN} la base canonique deZRN. La base de
Lagrange d'un élément fini (K,Q,V) désigne la base

{Q—l(el) e IQ—l

e V.
(eN)} d
Lorsgu'un des paramétres est une dérivée d'ordre 2> 1, la

base de Lagrange est aussi appelée base d'Hermite.

Définition 4.

Un élément fini (K,Q,V) est dit de degré k: ¢ V contient

tous les polyndmes p: K —> IR de degré < k.

Un élément fini (K,Q,V) est dit polynomial: ¢ tous les

éléments de V sont des polyndmes.

Définition 5.

Nous introduisons les egspaces de SOBOLEV. Soient {§ un ouvert

borné de IRn,

D@):= {Pe c”(Q); support de Y compact dans Q}.
Pour les multi-indices a = (al,...,an) e:mn, nous notons
lafz=a; + ..o +a_
Jo
9%:= 3 9 .
X L el ax

Soit v € L2(Q). On dit que y%v € LZ(Q) si et seulement si il

existe une fonction de LZ(Q) notée 3%v telle que ¥ \P € D (Q)

[ % = T LR P LIV
Q Q

L'espace
m 2 o 2
H (R):= {v € L7(Q); 3 ve L (Q) pour |o| € m}

est muni des semi-normes
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y2
2 .
vy, qt= 3%y . 3 = o(Lim,

L]
|
P
L~
FORaneN

et de la norme
m > ¥2
vl o= €1 1v2 3, mem.
j=o
P m - P m
On définit HO(Q) comme étant 1'adhérence de &0 (2) dans H (Q)

relativement & la norme || [}m qQ°
14

Définition 6.

Soient Q un ouvert borné deZRn et k 2 1. Une fonction v: § —™ R

est de classe Ck presque partout: &> v € Ck-l(ﬁ) et il existe

dans R" des ouverts disjoints & bords lipschitziens U ;U

17

N
tels que L_J Gi = Q et V]U e Ck(Ui) pour i = 1,...,N.
i=1 i

N

Remargue.

Contrairement & la définition des fonctions de classe Ck par

morceaux, nous n'exigeons pas que Vv € Ck(ﬁi) pour i =1,...,N.

5,

Exemgle.

Sur le triangle
Q:= {(x,y) €R*; x>0, y > 0, 1l-x-y > 0},

considérons la fonction

2
Vo= L

»

2
Nous allons montrer que v est de classe C° presque partout, que
ses dérivées partielles d'ordre deux sont bornées, mais que v

n'est pas de classe C2(§).

Remarquons d'abord que, dans Q, nous avons

<

<1 et 0 < —L — < 1.
X +y X +y
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Les dérivées partielles

2xy Xy
o vix,y) = - '
X X + vy (x+y)2
x2 x2y
d_ v(ix,y) = -
y X +y (x+y)

se laissent prolonger continfiment en (0,0) et, par suite,

v € Cl(ﬁ). Par contre,

2y 4xy 2x2y

X +y

+

2
9 V(XIY) =
X (x+y)2 (x+y)3

ne se laisse pas prolonger continlment en (0,0) puisque

ai v(0,y) = 2 Vy > 0,

Yx > 0.

|
(@

2
ax v(x,0)

Cependant, Bi v reste borné dans Q.

On obtient des résultats analogues pour BX ay v et 8; V.

Définition 7.

Soit {§ un polyédre ouvert borné dansIR3. Nous appelons mosalque

de tétraédres une décomposition de @ en un nombre fini de

tétraédres fermés Sl""’SM satisfaisant
_ M
(i) a=L_1s ,
m
m=1
(ii) pour 2 # m, SQfW Sm est soit vide, soit un sommet commun

a s, et Sm , soit une aréte commune & Sg et Sm , soit une

face commune a3 S, et S .
2 m
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Définition 8.

Soient {§ un ouvert de:Rn,
T un sous—-espace affine de R" de dimension m avec
TN Q # @ et 1 g m< n,
v: § —>1R une fonction continue.

Nous dirons que " considéré comme une fonction de m

Virng!
variables, est un polyndme de degré < k" ou bien que "v|Tf)Q
est un polynbme de degré < k &8 m variables" si et seulement si,
pour une paramétrisation affine p:IRm —> T, la fonction ve p

définie sur p_l (Trn Q) est un polyndme de degré < k.

Notation.

. n 1= — n .
Soient { ocouvert dansIR , v € C (Q), A € Q et £ €R . Nous uti-
liserons la notation suivante

ag v(A) := Dv(A) (&)
c'est-a-dire

3. v(A) = El 3 v@Aa) + ... + gn ax v(A).

1.2, Enoncé du probléme élément fini.

Soit 8 un tétraédre fermé&, non dégénéré, de sommets

Al’AZ’A3’A4 dansIRB. Nous cherchons un espace linéaire

V = V(S) C Cl(g) possédant les propriétés suivantes.
(i) Les fonctions de V sont de classe C2 presque partout; leurs
dérivées partielles d'ordre deux sont bornées.

(ii) V contient tous les polyndmes de degré < 2 a trois variables.
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(1ii)

(iv)

(v)

Pour seize nombres réels C donnés, il existe

l""'ch

un et un seul élément v € V tel que

VI(A)) = Cyy3 9% V(By) = Cyy
8y V(B = Chy 0, VIR = Cyy
i= 1(1)4.

Soient Sl et S2 deux tétraédres d'une mosalque. Soit

{Al,...,AK} l'ensemble des sommets de S, et S Pour 4K

1 2°

nombres réels donnés, le probléme d'interpolation (iii)

détermine une fonction vl définie sur Sl et v2 définie

Nous exigeons que vy et 2 colncident sur Slﬂ 82

et définissent ensemble une fonction continlment différen-

sur SZ'
tiable sur SlLlsz.

L'espace V et la solution v € V du probléme d'interpolation
(iii) ne dépendent pas de la numérotation des quatre som-

mets de S.

Remarque 1.

La pro
d'ordr

V(S) c

priété (i) entraine que ¥ v € V, les dérivées partielles
e deux de v appartiennent a Lw(S). En particulier,

2
H (9).

Remarque 2.

Défini

Q

Q

i

ssons Q: Cl(g) ﬂIRl6,
4i-1 (V)= Byv(Ai), Qu; (V=09 v(A])
= 1(1)4.



La propriété (iii) exprime que (S,Q,V) est un élément fini.

En particulier, dim V = 16.

Remarque 3.

La propriété (ii) s'énonce aussi "1'élément fini (S,Q,V) est

de degré deux".

Définition 1.

Soit ¥ l'ensemble des tétrad&dres non dégénérés de:Rs. Une solu-
tion du probléme élément fini ci-dessus est une famille d'élé-
ments finis

{(s,Q(8), V(s)); s e ¥ }.
Une telle famille sera caractérisée par un &lément fini générique,
c'est-d-dire un élément (S,Q(S), V(S)) ol S € ¥ est un paramdtre

libre.

Définition 2.

Soient (S,Q(S), V(S)) un élément fini générique solution,
2 un polyédre ouvert borné dansZR3,

Sl,...,SM une mosalque de tétraé&dres sur Q,

{Al,...,AK} l'ensemble des sommets de Sl""’SM'

A 4K nombres réels cok’clk’CZk’c3k’

correspondre une fonction w: @ — R telle que

k = 1L(1l)K, donnés, on fait

wIS e V(Sm) pour m = 1(1)M et
m
wiBg) = cop 0 WA = cpy
BY w(Ak) = Cor az w(Ak) = c3k r k = 1(1)K.
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L'ensemble W des fonctions w ainsi construites est appelé

-

espace de type élément fini associé & la mosalque.

Définition 3.

La premiére partie de la propriété (iv)

colncident sur S.Nns."

v. et V2 1 2

1
a la conséquence suivante
"pour toute mosalque de tétra&dres sur un Q, l'espace de
type é€lément fini associé W est inclu dans Co(ﬁ)".

On dit alors que 1'élément fini générique (S,Q(S),V(S)) est

de classe Co.

La propriété (iv) entraine que, pour toute mosalque de tétraddres
sur un @, l'espace de type élément fini associé est dans Cl(ﬁ).
On dit alors que 1'élément fini générique (S,Q(S),V(S)) est

de classe Cl.

Définition 4.

Soient (S,Q(S),V(S)) un élément fini générique solution,
Sl,...,SM une mosalque de tétraédres sur @,
W l'espace de type élément fini associé,

{Al,...,AK} l'ensemble des sommets de S « 1S .

1"°" M

On définit l'interpolation globale

e Cl(ﬁ) —> W
par m(f):= w ol w est la fonction de type élément fini satis-

faisant

w(A ) f(Ak) 9 W(Ak) =3_ f£(a)

By W(Ak) = By f(Ak) Bz W(Ak) =9d_ f(A

k = 1(1)K.



Proposition.

Soient (S,Q(S),V(S)) un élément fini générique solution,
Sl,...,SM une mosalque de tétraédres sur Q,
W l'espace de type é&lément fini associé.

Les inclusions

. 2
v(Sm) c H (Sm), m = 1(1)M,
Wce cl(ﬁ)
entrainent que
. 2
(1) We H (),
. 2 1
(ii) {w € wW; wlaﬂ = 0} c H ()N HO(Q),
(111) {w € W w0 =g—¥m= O}CHg(Q),

v

Démonstration.

2 désignant la dérivée normale au bord du poly&dre Q.

Cette proposition est un cas particulier d'un théoré&me connu.

Voir par exemple CIARLET [3], Theorem 2.1.2.

7.

1.3. Les solutions du probléme élément fini.

Définition.

Soit (S,Q(S),V(S)) un élément fini générique, solution du
probléme élé&ment fini 1.2.
Soit § le tétraédre de référence de sommets

’\J Y] ny n
Al = (0,0,0), A2 = (1,0,0), A3 = (0,1,0), A4 = (0,0,1).

Soit L: $ —> S l'application affine définie par L(Xi) = A

i=1(1)4.

il
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Nous appelons espace de référence de l1'élément fini générique

" —
tout sous-espace linéaire Uc:Cl(g) de dimension finie tel que,
pour tout S,

Vis) ¢ {B.17%; ¥ e ).

Corollajire et définition.

Soit U un espace de référence de 1'élément fini générique
(S,Q(8),V(S)). Alors v € V(9) peut se mettre sous la forme
d'une combinaison linéaire
J
f\l -
v= )} s, u.°oL
ot J J
o U " - . N s o
ou {ul,...,uJ} est un systéme générateur de U fixé indépendamment
. n v
de S. Les fonctions u,,...,u

1

référence de 1'élément générique.

3 sont alors appelées fonctions de

Les solutions du probléme élément fini.

Nous avons construit deux éléments finis génériques
(S,Q(S),VI(S)) (variante I-C),
I .
(5,Q(8) ,v7"7(8S)) (variante II)

qui sont solutions du problé&me élément fini 1.2.

La variante I-C s'exprime avec 44 fonctions de référence
(voir § 6). Ce sont 16 polyndmes de degré < 3, 12 polyndmes par
morceaux de degré < 3 et 16 fonctions rationnelles par morceaux
(voir 6.2).

Un espace de référence n'apparalit pas immédiatement lors

de la construction de la variante II (voir § 5). Un élément



v € VII(S) s'exprime sous la forme

28 N -1
v= ) s, u.,elL
j=l J J
ol Bl,...,ﬁl6 sont des polyndmes de degré < 3 indépendants
de S et 317,...,328 sont des fonctions rationnelles qui dépendent

encore de S. Nous montrerons que la variante II se laisse expri-

mer avec 52 fonctions de référence (voir 5.4, théoréme 2).

Plan de 1l'exposé.

La premiére partie de l'exposé est consacrée 3 la construc-
tion des é€léments finis. Elle comprend les paragraphes 2 3 6.
La construction des deux variantes comporte des parties communes;
le paragraphe 2 rassemble certains aspects de la construction qui
relévent de l'algébre linéaire; le paragraphe 3 construit les
€léments finis triangulaires de classe Cl qui correspondront plus
tard aux faces du tétraé&dre; le paragraphe 4 construit seize poly-
ndmes de degré < 3 qui sont des fonctions de référence communes
aux deux variantes. D&s lors, la construction se ramifie; le para-
graphe 5 aché&ve la construction de la variante II; le paragraphe 6
achéve la construction de la variante I—Cf

La deuxiéme partie de 1l'exposé est consacrée aux programmes
FORTRAN (paragraphes 7 et 8). Pour chaque variante, le programme
peut résoudre le probléme d'interpolation 1.2-(iii) et peut dé-
terminer la base d'Hermite de V. Chaque programme est précédé
d'un mode d'emploi. Il est possible d'aborder directement la lec-
ture de cette partie et d'utiliser les programmes sans avoir pré-

alablement é&tudié la construction.
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La troisiéme partie analyse l'ordre de l'erreur d'inter-
polation (paragraphe 9). Nous montrerons que nos éléments finis
satisfont aux majorations usuelles pour des éléments de degré
deux.

L'exposé s'achéve par des remarques sur l'intégration numé-

rique au moyen de tableaux de référence (paragraphe 10).

l.4. Application & 1'équation biharmonique.

Soit le probléme de la dynamique des fluides

A2 u = f dans Q

u = 2u = 0 sur 3Q
oV

ol Q@ est un poly&dre ouvert borné connexe dansIR3, f € LZ(Q)
et g% est la dérivée normale au bord de Q. Ce probléme est con-
sidéré sous la forme variationnelle

trouver u € Hg(ﬂ) tel que Vv e Hg(Q)

a(u,v) = b(v)

ol a: Hg(ﬂ) X Hg(Q) —> 1R, a(u,v):= f Au Av,
9]

b: Hé(Q) —> R, b(v):= [ fv.
9]

La forme bilinéaire continue a est Hi(ﬂ)—elliptique, c'est-a-dire
dc > 0 tel que

2 2
Vv e H (@) alv,v) > clv] o.

Pour une suite réguliére de mosalques {S 7 eeesS

) ;

1,n n}"n € N,
sur @ (voir 9.5), définissons h := max diam(S

k=1 (1)K k,n
n



désignons par Vn 1l'espace des fonctions de type €lément fini
vy associées a4 la n-&me mosalque et satisfaisant

oV
n

Vnlan T 3V |a@
Le probléme discrétisé selon la méthode de RAYLEIGH — RITZ-GALERKIN

= 0.

s'énonce
trouver u_ € V_ tel que Vv €V
n n n n
a(un,vn) = b(vn).

A partir du théoréme 9.5, on démontre le théoréme suivant par

des arguments classiques.

Théoréme.

(i) lim |ju-u
n->o

n”2,Q =03

(ii) il existe une constante c . ne dépendant que de et de la

3

suite des mosalques telle que si u € H (Q) N Hg(Q)

alors ¥Vn € N

]]u—un]]2,Q < ch, ]ul3,9.

Remargue.

Dans [4], CIARLET et RAVIART ont décrit une méthode non conforme
pour résoudre 1l'équation biharmonique 3 n variables. Pour obtenir
une majoration analogue & (ii) ci-dessus, ils ont d supposer

u e Hi(@)rw u?(9).
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§ 2 INTERPOLATION LINEAIRE ABSTRAITE.

Nous dégageons ici certains aspects de l'interpolation

linéaire qui relé&vent de l'alg@bre linéaire.

2.1. Probléme d'interpolation linéaire; paramltres.

Soit W un espace vectoriel réel. On appelle probléme d'in-

terpolation linéaire (abstrait) une application linéaire

Q: W —~9]Rn. Les composantes Ql""'Qn de Q sont des formes

linéaires appelées paramétres du problé&me d'interpolation Q.

Tout é€lément fini comporte un problé&me d'interpolation.

2.2. Probléme d'interpolation unisolvant.

Soit V un sous-espace linéaire de W. Un probl@me d'inter-

polation linéaire Q: W ~—9]Rn est dit V-unisolvant lorsque, pour

tout ¢ e:mn, il existe un et un seul v € V tel que Qv = c. En
d'autres termes, la restriction de Q & V est un isomorphisme
d'espaces vectoriels. Les paramétres {Ql,...,Qn} constituent une

base du dual de V.

ExemEle.

Soient Al,A € IR, Al # A2’

2

S l'intervalle fermé d'extrémités Al'Az’

W:= {w: S — IR; w polyndme de degré < 3},

~ w (Al) N\
w'(A)
Q: W -—)IR4, Qw:= 1 .
w (A.)
2
w'(Az)
§ J



Nous montrerons, sous 2.3, que ce probléme est W-unisolvant,
=34 4 P .
c'est-a-dire pour ¢ € R° donné, il existe un et un seul poly-

ndme w de degré < 3 tel que Qw = cC.

2.3. Base d'interpolation, matrice d'interpolation.

Soit Q: W —> Rr" un probléme d'interpolation linéaire.
A tout ensemble ordonné de n éléments (ul,...,un) de W, on

associe une matrice nxn

0, () .. 0 (u)
(Q(ul)l-'-rQ(un)) = PP,
Qn(ul) oo Qn(un)

Lorsque cette matrice est inversible, l'ensemble ordonné

(u;,...,u_) est appelé base d'interpolation de Q. Dans ce cas,
1 n

la matrice

[Q] = (Qup),-vvrQlu))

est appelée matrice d'interpolation de Q relativement & la base

(ul,...,un).
Relevons les propriétés suivantes. Les éléments d'une base
d'interpolation {ul,...,un} sont linéairement indépendants dans W.

Notons U le sous-espace vectoriel de W engendré par {u ...,un}.

ll
La restriction Q: U —3R"” est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

La matrice d'interpolation [Q] est la matrice de QIU relativement

d la base ordonnée (ul,...,un) de U et la base canonique deIRn.
Pratiquement, l'é&quation Qu = c est résolue dans ce systé&me
de coordonnées
(9 [ =
ol [ﬁ] désigne les composantes de u dans la base ordonnée

(u,,...,u).

1 n
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ExemEle.

1 .= .
Reprenons l'exemple 2.2. Notons X3 Al, 5t o 27X

Pour les quatre éléments de W

1
u, (%)= (x-x;)
Uy (x) = (x-xl)2
u, (1) = (x-x) % (x-x)

la matrice d'interpolation est triangulaire inférieure
r 3
1 0 0 0

0 1 0 0

[Q] - 2 .

1 h h 0

0 1 2h h2

N 7

Dans cet exemple, U = W et le probléme d'interpolation est

W-unisolvant.
Soit c:= (O,O,l,O)T. La résolution de Qu = c s'opére
en deux temps;

on trouve

(i) on résoud [Q]s = C;
3,.T 4

s = (0,0,h7 %, 2”3 7T em?;
4
(ii) on pose u = ) s. u,; on trouve
. i i
i=1
1 2 2 2
u(x) = _E(X_xl) - ~§(x—xl) (x—x2).



2.4. Un théoréme fondamental.

Soit Q: W —>R" un probléme d'interpolation linéaire.
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes:
(1) le probléme Q est W-unisolvant;
(ii) dim W > n et la solution w = 0 de Qw = 0 est unique;

(iii) dim W € n et Q posséde une base d'interpolation.

Pour démontrer ce théoré@me, il suffit de le récrire dans
la terminologie usuelle de l'algébre linéaire:
(i) Q est un isomorphisme d'espaces vectoriels;
(ii) dim W > n et Q est injectif;

(iii) dim W € n et Q est surjectif.

2.5. Complétion d'une base d'interpolation d l'aide d'un groupe

d'automorphismes.

Proposition.

Soit {El,...,Em} un groupe de m automorphismes Ei: W—>W

relativement a lQ composition, d'élément neutre El = identité.
/

Fo E

1 F: w — R,

Soit Q ot < G: w —mY,

n:= mp + dg.
G \

Nous supposons que

4 3\ -, N
Ml 0
0

(Q(ul)'°"'Q(up)) = DERIRS ’ (Q(Vl)l"'lQ<Vq)) = c e '
0 0
N M
1
L) L °)
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ol Ml est une matrice pxp inversible,

Nl désigne une matrice gxp quelconque,

MO est une matrice gxq inversible.

Alors

-1 -1 -1 -
2 ul,...,E2 up,...,E ul,...,Em u

(1) (ul,...,up,E o

PVireeesV )

1% g

est une base d'interpolation de Q;

(ii) la matrice d'interpolation relative 3 cette base est de

la forme
¢ h
Ml\ 0
\\\ 0
Q = \\\ ’
(-0
Nl c e Nm Mo
\ y

ol NZ""’Nm sont des matrices gxp.
Cette proposition est &galement valable pour g = 0.

Démonstration.

Pour démontrer la proposition, nous calculons 1l'image par Q

des n vecteurs proposés sous (i) et nous montrons que la matrice

d'interpolation correspondante est de la forme (ii), donc inversible.
Il suffit de considérer le premier bloc diagonal mp x mp de Q;

les blocs diagonaux pxp de cette matrice sont

-1 -1
(FEi(Ei ul),...,FEi(Ei up))

= (F u i=1(1)m;

1ree

F up) = Ml’
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les blocs non diagonaux pxp de cette matrice sont

-1 -1
(FEi(Ej ul),...,FEi(Ej up))

(FEo(i,j) ul""'FEO(i,j) up) = 0;
en effet, lorsque i # j, Ec(i,j):z Eio Egl n'est pas 1'élément
neutre.
/
%
Exemple.

Soient W:= {w: [p,{] —) R, w polynéme de degré < 31,
Qyrlys [O,l]——é [D,l], al(x):= X, az(x):= 1-x,
E)/E,s W — W, E,(w)i=weoa,, i=1,2,
w(0)

%: W ——9]R2, %w:= .
w' (0)

Nous considérons le probléme d'interpolation

[ w (0)
, FE, w' (0)
W = A (w) = w (1) .
2 -t )|
Nous choisissons la premiére partie d'une base d'interpolation
) (x) = (1-x)°,
¥, () := (1-x) % x.

Nous obtenons

, )
1 0
-3 1
AV} Y
(Q(ul),Q(uz)) =
0 0
0 0
1 0
ol la matrice M, = est réguliére.

1 -3 1
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La proposition ci-dessus nous suggére de compléter la base

d'interpolation comme suit:

U, (0 = (BT 0 = ¥ o)t () = x7,

!
oo
o
Q

5,00 = @) = x%(1-x) .

3
|

La matrice d'interpolation s'écrit alors

2.6. Base de Lagrange (et base d'Hermite).

Soit Q: W —>R" un probléme d'interpolation linéaire.
Une base d'interpolation (vl,...,vn) est appelée base de
Lagrange de Q lorsque sa matrice d'interpolation (Q(vl),...,Q(Vn))
est l'identité. En d'autres termes, Qi(vj) = 6ij , 1,3 = 1(1)n.
Les paramétres (Ql,...,Qn) constituent la base duale de la base

(vl,...,vn). La solution de Qu = c se laisse immédiatement ex-

primer au moyen de la base de Lagrange

n
u= ) c, v..
L, 733

J

Dans le contexte des éléments finis de classe Ck, k > 1, la base

de Lagrange est de préférence appelée base d'Hermite.

Pratiquement, la base de Lagrange est déterminée en résol-
vant n équations

Q vj = ej ;, J = 1(1)n,

ol (el,...,en) désigne la base canonique de R.



Exemple 1.

v
Déterminons la base d'Hermite de l'exemple Q défini sous 2.5.

Nous devons résoudre [a] [%j] = ej ;y J = 1(1)4; en tirant
parti du fait que [a] est diagonale par blocs et que E;l est

linéaire, il suffit de calculer 1l'inverse d'un bloc diagonal;

M °11 512
1 = identité,
521 S22
v = Y + Y
Vi T %11 % T Sa1 Yoo
Y = g v + s A%
Vo 12 Y1 22 Y2 7
N -1~ N -
vy = E2 (vl) = Vie o,y
N =1 N -1
vV, = E2 (v2) V2a a,”.
On trouve
" N 2
Vl(X) = (ul + 3u2)(x) = (1l-x)" (1+2x),
N n 2
vz(x) = u2(x) = (1-x)° x,
33(x) = x2(3—2x),
$4(x) = x2(l—x).
Exemple 2.
Calculons la base d'Hermite de l'exemple 2.2. Notons X 3= Al ’
X,i= A2 ; h:= X,"Xy L: [O,l] —3 S, L(x):= xh + Xy - Nous
choisissons la base d'interpolation
" -1 .
ui:= vio L 7, 1i=1(1)14,

ol les %i constituent la base d'Hermite de 1l'exemple 1. Remar-

quons que

' —1
Yoy
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ol (i,j) est une permutation cyclique de (1,2). Par rapport

d cette base, la matrice d'interpolation est diagonale

. _ -1 -1
diag [Q] = (1, (x,=x7) 7, 1, (x;7%,) 7).
La base d'Hermite s'écrit
_ _ o L—l
Voi-1 T Y2i-1 T Vai-1 '
_ _ _ _ v -1
Var T (B¥yTxy) uyy = (xymxy) vy e LT,

(i,j) permutation cyclique de (1,2), i =1,2.

2.7. Probléme d'interpolation avec contraintes linéaires.

F F: W — RP,
Soit Q:= ol
H H: w — RY,

sont des appliquations linéaires. Supposons que le problé&me
d'interpolation Q: W ——9]Rn, n:= p + ¢, soit W-unisolvant.
Alors le probléme

F: ker H — RP
est ker H-unisolvant. En effet, Fw = ¢ et Hw = 0 si et seule-
ment si Qw = ° . En particulier, dim(ker H) = p. Les g équa-

0
tions linéaires Hw = 0 sont appelées les contraintes linéaires

du probldme F: ker H — RP.

2.8. Remplacement de certains param@tres par des contraintes

linéaires.

F F: W — RP,
Soit Q:= ol
G G: w — rY,
sont des applications linéaires. Supposons que le problé&me

d'interpolation Q: W ——ean, n:= p + g, soit W-unisolvant.
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Soient El:]Rp'——é]Rq un homomorphisme et

E2:2Rq —>®? un automorphisme.

La construction ci-dessous consiste & remplacer les paramétres

G,,...,G_par les g contraintes linéaires E, Gw = E. Fw.
1 q 2 1

Soient E:= [—El , Ez}: R —RY,

H: W —®RY, H:= EQ = -E; F + E, G.

Le probléme d'interpolation

F: ker B — RP
est ker H-unisolvant. En effet,

F I 0 F

H -E E G
est un isomorphisme d'espaces vectoriels, et l'on se trouve
dans la situation de 2.7.

Pratiquement, la solution w € ker H de Fw = c e RP est
déterminée en résolvant successivement les équations

E, ¢, = E, c,

10
)
il
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Exemple.

i < <
Soient xl x2 x3 dans IR,

We= {w: [xl,x3] —> IR; w polyndme de degré < 2},
w(xl)
w(x3)
Gw:= w(x2)-
F 3
Le probléme Q:= : W —R" est unisolvant . Sa base de
G

Lagrange est

(x—xz)(x—x3)

v, (x) = '
1 (xl—xz)(xl—x3)
( _ (x-xl)(x—xz)

Vo x) = (x3—xl)(x3—x2) ’

(x—xl)(x-x3)

v, (x) = .
3 (x2—xl)(x2-x3)

Soit p: [xl,x3] — IR continue par morceaux, non négative,

X
avec J3 p(x) dx > O.
X1

Nous allons remplacer G par la contrainte linéaire "l'intégrale

de w par rapport & la fonction de poids p satisfait a la ré&gle

du trapéze", c'est-3-dire

x
3
Jowepean = Geguep) - 5 {p (e wix)) + plxy)wixy) .
1
Introduisons les nombres
X
3
o, = f v, (x)p(x)dx, i = 1,2,3.
X

1



Pour w € W, l'intégrale s'écrit

%3

J' w(x)p(x)dx = a; Fy w+ o, F)ow+ ay Gw.
1

Dans W, la contrainte prend la forme d'une équation linéaire

o, Gw = e, F. w + e, F. w

3 171 2 2
ol e 1= (x,=-x_) 1 (x,) -
137 3T 7 Py ¢p
= (x,-x,) T p(x,) -
€yt 3 %1 2 P¥3 Gy -
Pour cet exemple, El = (el,ez) et E2 = (a3).
Comme v3(x) > 0 dans ]xl,x3[, on peut affirmer que Qg > 0.
€1
La solution de "Fw = ’
€2

w € W et w satisfait & la contrainte linéaire précitée"

est w=c¢, v, + ¢c., v, + cCc, Vv

Remarquons enfin que, dans le cas particulier ol

P = constante > 0, la contrainte peut s'écrire

ce qui signifie que w doit &tre un polyndéme de degré < 1.



32 3.1

§ 3 ELEMENTS FINIS TRIANGULAIRES DE CLASSE C~.

3.1. Introduction

Dans ce paragraphe, nous présentons la construction de

deux éléments finis triangulaires de classe Cl 3 neuf paramétres.

Le premier élément triangulaire posséde des fonctions de réfé-

rence polynomiales par morceaux (CLOUGH, TOCHER, [5]); il ser-

vira & construire la variante I de 1'élément fini tétraédrique.

Le deuxiéme élément triangulaire possé&de des fonctions de réfé-

rence rationnelles (BAZELEY, CHEUNG, IRONS, ZIENKIEWICZ, [l]);

il servira a construire la variante II de 1'élément fini tétra-

édrique.

Nous aurions également pu utiliser 1'élément triangulaire

d quinze paramétres de G. BIRKHOFF, L. MANSFIELD [2]. Mais il

conduit 3 une variante III de l'élément tétraédrique qui ressemble

beaucoup a la variante II et qui ferait double emploi avec celle-ci.
Les éléments triangulaires de ce paragraphe seront appelés

d jouer deux rbles par la suite.

(1) (Raccordement.) L'élément bidimensionnel associé aux faces
du tétraédre doit correspondre & un élément fini connu de
classe Cl. L'élément fini triangulaire est utilisé afin
d'assurer la classe C° de l'élément tétraédrique ainsi que
la différentiabilité du raccordement le long des arétes
communes & deux tétraédres.

(ii) (Motivation.) Les éléments finis triangulaires vont servir
de point de départ dans la construction des é&léments tétra-

édriques. Nous avons mis en évidence les aspects architec-—



turaux de la construction qui sont généralisables de la
dimension deux a la dimension trois. Les fonctions de ré-
férence sur le triangle sont utiles pour trouver des fonc-

tions de référence sur le tétraddre.

3.2. Notations.

Le triangle générique.

. 2 . . PP
Soit TcIR un triangle fermé&, non dégénéré, de sommets

Ai = (xi,yi), i=1,2,3. Notons Bl’BZ’B3 les milieux des codtés

respectivement. Soient nl,nz,n3 les vecteurs

respectivement;

opposés a A A2,A

1’ 3

normaux aux cOtés opposés a Al'AZ'A3

Y47Yy

Xk_Xj

n,s:

_ 1 - L _ 2 _ 2
1= Ni ol Ni.— V[}xk xj) + (yk yj)

et (i,j,k) est une permutation cyclique de (1,2,3), i = 1,2,3;

ils pointent vers 1l'intérieur si le triplet (Al’AZ’A3) est direct

et vers l'extérieur si ce triplet est rétrograde (voir fig. 3.2-1).

Ay

Fig. 3.2-1. Triangle générique.
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Les paramé&tres génériques.

Nous utiliserons les douze paramétres suivants

w(Al)
3 w(Al)
3 W(Al)

W(AZ)
) w(A2)
0: ctr) — =r'?, ow LAY .

w(A3)
BX w(A3)
ay w(A3)
) w(Bl)

n

8n2w(B2)

Bn w(B3)

3
L )
Les trois derniers paramétres sont des paramétres auxiliaires

It

désignés par Gl’GZ’G3'

Le triangle de référence.

Le triangle T de sommets Xl:= (0,0), K2:= (1,0), X3:= (0,1)

est appelé triangle de référence. Soit L: T — T l'application
affine

X =X X X

1 1
y Y,"Yq Y4~ y Yy

3

0y Y
Soit o, s T —> T 1l'application affine effectuant une per-

mutation cyclique de la numérotation des sommets avec ui(xl) = Xi'
i=1,2,3;

b:4 X X l-x-y X y
oy = rQ, = N = .



Notons ¢i la partie linéaire de l'application affine e oy i=1,2,3.

P v .= v .= . N .= ~ i =
Définissons ell' (1,0), e12' (0,1); eij' ¢i (elj), i 1,2,3,
] n n o ) . .

j = 1,2; nl:= (-1,-1), ni:= ¢i(nl), i=1,2,3 (voir fig. 3.2-2).
%i désigne le milieu du c6té opposé & Ki , 1 =1,2,3.

Fig. 3.2-2. Triangle de référence.

Les paramétres de référence.

Nous utiliserons les douze paramétres suivants
/

ny
Flo W
o

11 g

", 1 12

%12 G: C(T) — R 7,
F

20 ¥ _
%(21 Fio(v) 1= V(Al) '

S:= %22 ol ﬂ %ij(v) =3y v(@&)),
%30 i
ny ny
231 Gl(V) = 3}\411 V(Bl) 7
F32
81 i =1,2, i=1,2,3.
ny
AN

G,
&

3

\ )

Les trois derniers paramétres sont des paramétres auxiliaires.
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Nous utiliserons également un quatriéme paramétre auxiliaire

¥ - g 1
K(V):— V(3 ’ 3)°

En vue d'utiliser la construction 2.5, introduisons les change-
ments de variables

B s ctd) — ot

Ei(v) = v o oy s i=1,2,3.

Notons w:= 1l-x-y; le triplet (w,xX,y) représente les coordonnées

barycentriques du point (x,y) € %

I R T
TW A T XAy T Y By
Y

w,X,y > 0, w+x+y = 1.

En écrivant la fonction v(x,y) en coordonnées barycentriques
v(w,x,y), les applications Ezl(v) = Vo a;l effectuent la i-éme

permutation cyclique des coordonnées barycentriques

-1

E,5 vw,x,y) = v(w,x,y),
-1

E2 V(W,X,Y) = V(XIYIW)I
-1

E3 viw,x,y) = v(y,w,x).

Relativement & la composition, {El’EZ’EB} est un groupe cyclique

isomorphe 3 Z modulo 3.

Lemme.

Les paramétres satisfont

") Y] .
i3 7 F13°F 0 37002
¢ =¢& oE, , i=1,2,3.

i 1 i



Démonstration.

Pour j = 1,2,

Y] A"
Fijye° E;(v) =F . (vea,) =03y (vea,) (A;)
13
=3 o~ v (o, &)
¢i(elj) il
Y aY;
1]
i =1(1)4. Les autres égalités se démontrent de fagon analogue.

Z

3.3. Enoncé du probléme é&lément fini triangulaire de classe Cl,

de degré deux, a8 neuf paramétres.

Nous cherchons un espace vectoriel V = V(T) de fonctions
continliment différentiables v: T —) IR possé&dant les propriétés
suivantes.

(1) Les fonctions de V sont de classe C2 presque partout;

leurs dérivées partielles d'ordre deux sont bornées.
(ii) V contient tous les polyndmes de degré < 2 & deux variables.
(iii) (Probléme d'interpolation linéaire.) Pour neuf nombres

réels donnés cl,...,c il existe un et un seul é&lément

9 14
v de V tel que

V(Ai) = Bx V(Ai) =

€3i-2 C3j-1 7

ay V(Ai) = c3i , 1 =1,2,3.

(iv) (Conditions de raccordement.) Les restrictions de v € V

Qr

aux cbtés du triangle sont des polyndmes de degré < 3
une variable. La restriction de la dérivée normale Bn v
i

au cbté opposé a Ai est un polyndOme de degré < 1 & une

variable, i =1,2,3.
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(v) (Passage du triplet (Al’A ,A3) au triangle T.) L'espace V

2
et la solution v € V du probléme d'interpolation (iii) ne

dépendent pas de la numérotation des trois sommets de T.

Remargue.

Comme nous l'avons fait sous 1.2 pour le probléme &lément fini
sur un tétraédre, nous pouvons définir ici, de fagon analogue,
ce que sont
- un élément fini générique solution (T,Q(T),V(T)),
~ l'espace de type élément fini associé & une triangulation,
- un élément fini générique de classe Ck, k=20,1,

- 1l'interpolation globale associée a une triangulation.

Construction de 1'élément fini.

La solution de ce probléme élément fini est construite en
guatre étapes.

Nous commengons par résoudre un probléme d'interpolation
d neuf param@tres sur un espace purement polynomial (3.4);
1'élément fini générique correspondant est de classe CO, mais
n'est pas de classe Cl.

Sur le triangle de référence, nous introduisons trois
paramétres supplémentaires El,éz,& et trois fonctions auxiliaires

3

1Y n
et u (3.5). L'élément générique corres-—

lynomiales 4
non polynomiales u,.,u;, 12

pondant (3.6) est de classe Cl, de degré deux, & douze paramétres.
Nous remplagons les trois paramétres génériques supplémentaires

G, par des contraintes linéaires et obtenons la solution

Gy/G,

du probléme sous 3.7.

3



3.4. Eléments finis polynomiaux.

Elément polynomial de degré trois.

Les dix paramétres

B E LR

11’712’

BooLE L LE, LB LB

22'730'°31'" 32"

¥

20’21’
(voir 3.2) définissent un probléme d'interpolation H3—unisolvant
sur l'espace

H3:= {v: % —>R; v polyndme de degré < 3}.

La base de Lagrange de ce probléme est déterminée au moyen de

2.5 et 2.6;

%lO(X’y) = (1l-x-y) (l+x+y—2x2—llxy—2y2),

%ll(x,y) = x(l-x-y) (l-x-2y),

ny oy
Vlz(X'Y) = vi1 (y.x),

-1
%ij = %ljo .-, i=1,2,3, j=0,1,2,
V]
K(x,v) = 27 xy (l-x-y).

P, e o .
L'élément générique correspondant est de classe C  mais n'est

pas de classe Cl.

Elément polynomial de degré deux.

Les six paramétres

B By R

10’ 12’

restreints & 1l'espace

P+ ¥, ¥ , B +F
207 F21 7 F227 F30’ Fa1 Tt T3

2

H2:= {v: T —> R, v polyndme de degré < 2}

définissent un probléme d'interpolation Hz—unisolvant.
La base de Lagrange de ce probléme est déterminée au moyen de

2.5 et 2.6;
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_ 2 2
klo(x,y) = X 4xy y + 1,

2

kll(x,y) = 2{ X 3xy vo 4+ x + vy},

kzo(le) = k l—X-Y),

lo (YI
kZl(x’y) = kll(y’ l-x-y),

k30(x,y) = klo(l-X-Y, X) .,

k3l(x,y) = kll(l—x—y, X) .

P .o o
L'élément générique correspondant n'est pas de classe C .

Corollaire.

Les polyndmes de degré < 2 satisfont

Ar L@

K(p) =
p) = io T 18 ‘i1

+ %12) } (p).

Il o~ 0

i=1

Démonstration.

Nous écrivons p dans la base de Lagrange de 1'élément poly-

nomial de degré deux

3
K =K (] (F_ k_+ (¥

Y]
Ly i1 T Fi) (P ki D)

Il
e~ w

oy ny ny n n
{K(kio) Fio(p) + K(kil) (Fil + Fiz)(P)}

i=1

n 1 n, "
Fio ¥ 78 Fyp + Fi)h @)

]
I~ W
—~
Wl

%.

Elément polynomial 3 neuf paramétres.

Dans 1l'élément polynomial de degré trois, remplacons le para-

~ Y . s s
métre K par la contrainte linéaire

w|+

¥ + X (F.. + %.2)}(v).

3

oy

RK(v) = [ {3 F +q5 By +F
i=1
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D'aprés 2.8, ce probléme est unisolvant. Sa base de Lagrange est

Elo(x,y) = (l-x-y) {l4x+y-2 (x2+y2+xy)},
Ell(x,y) = x(l-x-y) (l—x—%),
!512 (xly) = Bll(y’x)’

N n . .
B 5 = Byye o, 1 =1,2,3, j=0,1,2.

D'apré@s le corollaire précédent, l'espace d'interpolation de
ce probléme contient tous les polyndmes de degré < 2.
L'élément générique correspondant est de classe CO, mais

n'est pas de classe Cl.

Remarque.

La contrainte linéaire la plus connue consiste 3 poser a_, = a
dans l'expression

2 2
pPlx,y) = a; + ax + azy + a,x" + agxy + a.y

ta x> + a x2y + a xy2 + a

7 8 9 10¥

(voir par exemple STRANG et FIX, [ 12]).

Cette contrainte linéaire différe de la ndtre.

En effet, pour la fonction de base 511 , hous avons a, = %

1
et a9 =35 -
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3.5. Elément triangulaire de référence, élargi & douze paramétres.

Probléme élément fini de référence.

Pour les douze paramétres
¥ F LF_LFFF_LF KK & ,8 .8
107117127207 217722730 31" 32"71"72"73
(vor 3.2), nous cherchons un espace vectoriel de fonctions
aY 1 B oz .
Uc C (T) possédant les propriétés suivantes.
n
(1) Les fonctions de U sont de classe C2 presque partout;
leurs dérivées partielles d'ordre deux sont bornées.
Y
(ii) U contient tous les polyndmes de degré < 2.
(iii) Les douze paramétres définissent un probléme d'interpola-
T
tion U-unisolvant.
NNy
(iv) Les restrictions de u € U aux cbtés du triangle sont des
polyndmes de degré < 3 d une variable. La restriction de

P . . v ~y = - = N
la dérivée directionnelle BE u au cbté opposé a Ai est

i
un polynéme de degré < 2 & une variable, i = 1,2,3.
(v) Soient Pl,...,P6 les applications affines de T dans T qui

Y v A%}
effectuent une permutation des sommets Al’AZ’A Alors,

5
Hopi ed Vied, i =1(1)s.

Construction de la base d'interpolation de 1'élément de référence.

Y] N
Nous construisons la base de deux espaces UI et UII satisfaisant

aux cing conditions ci-dessus.

Un aspect fondamental du mode de construction que nous avons
adopté est le suivant. Les fonctions d'interpolation sont intro-
duites par blocs. Cette partition des fonctions d'interpolation

induit une partition en blocs de la matrice d'interpolation.



Nous choisissons les fonctions d'interpolation de fagon que la
matrice d'interpolation associée soit triangulaire inférieure
par blocs. Pour 1'élément de référence, les blocs diagonaux se-
ront des matrices identité. Pour 1'élément générique é&largi 3.6,

les blocs diagonaux seront des matrices carrées inversibles.

Bloc 1l: fonctions d'interpolation de référence numéros 1 & 9.
Nous choisissons les 9 polyndmes de degré trois construits sous 3.4

v v R .
=p.. , 1=12,3, j=0,1,2.

U3i49-2°7 Piy
La condition (ii) est ainsi satisfaite. Le premier bloc diagonal

9%x9 de la matrice d'interpolation est 1'identité

[¢] =

Bloc 2: fonctions d'interpolation de référence numéros 10,11,12.

Nous cherchons une fonction %l € Cl(¥) possédant les propriétés

suivantes.

. N 2 P .

(i) Wy est de classe C  presque partout; ses dérivées partielles
d'ordre deux sont bornées.

(ii) Les restrictions de %l aux cOtés du triangle de référence

sont nulles.

Y
(iii) La restriction de la dérivée directionnelle ag wl au coté
1

n ~ .

opposé a A1 est un polynlme de degré ¢ 2 d& une variable,
Y Y]

prenant les valeurs 0 en A, , 1 en B

5 Pour

AY)
1 3°
Iy . ] - . - (\J -~ -
i =2 et 3, les restrictions des dérivées BB wl au coté
i

- -~ {\J
opposé a Ai sont nulles.



Une telle fonction permet de construire les trois fonctions

d'interpolation restantes

A Y A -1 v
Upgi= Wy ¢ Ug3i7 Wpe Oy p Ugpi= Wy

La matrice d'interpolation prend alors la forme

. N ~
Nous donnons deux exemples de fonctions w., possédant les

1

propriétés demandées.

Variante I. (CLOUGH, TOCHER [5])

%(l—x—y)(2—7x-7y+5x2+l6xy+5y2) dans %l ’
VI 2 1 n
wl(x,y):= < x (y - §X) dans T2 ,
2 1 "
y (x - 3v) dans T, .
N
" Y] ny . . .
Les triangles Tl’TZ et T3 sont définis dans la figure 3.5
A
3
oo\ T
T, 1
iy
3
A A
1 2

Fig. 3.5. Triangle de référence divisé en trois triangles

1
5).

S I t (&
1:T5,T, de sommet commun (3 ,

Variante II. (BAZELEY, CHEUNG, IRONS, ZIENKIEWICZ, [l])

2 2
VIT = 2%y (1-x-y)
Wy (x,y): (1-%) (1-y) .




Remarque.

Y
Le comportement de wII

1 aux points (1,0) et (0,1l) est analogue

d celui de l'exemple donné dans 1.l sous la définition 6.

3.6. Elément triangulaire générique, élargi 3 douze paramétres.

Nous donnons maintenant deux solutions du probléme élément
fini de classe Cl
0: ct(@® —rY?  (voir 3.2).

Nous choisissons la base d'interpolation

v -1
u, := ui o L 7, 1 =1(1)12,

o« v . . . P
ol les u, sont les fonctions d'interpolation de référence. Selon

que l'on adopte la variante I ou II dans 3.5, nous obtenons

I

uy i =1(1)12, polyndmes par morceaux,
IT |, . .
ui ;1 = 1{1)12, fonctions rationnelles.

Notons UI et UII les espaces vectoriels engendrés par ces 12

fonctions.

Théoréme.

Les problémes d'interpolation élargis Q: UI ———)]Rl2 et

I 12 . .
Q: UI — R sont UI respectivement UII—unlsolvants.

Démonstration.

12 I 12

. . . I
Les matrices d'interpolation de Q: U — R et de Q: UI —> R,

-

par rapport d leurs bases d'interpolation respectives, sont les

mémes. Cette matrice est triangulaire inférieure par blocs
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—
L @)
e
I

o
N

\ 7

ol Dl’Dz’D3 sont des matrices 2x2, D4 une matrice 3x3 et

R une matrice 3x9.

Détermination de Di , 1 =1,2,3.

Notons & la partie linéaire de l'application affine L. Soient

(i,3,k) une permutation cyclique des nombres (1,2,3) et

o
u=uelL, ue€ U.

v v v v} n
Q351 (W) = F,; () =208y (uel) (A,)
il
TG L
= (xj—xi) Qi (W) + (yj—yi) Qy; (W)
De méme,

v Y
Qy, (W) = (x,=x.) Q5. () + (y, -v;) Qg (u).

Par construction des fonctions d'interpolation de référence,

nous avons

3 (“ ) 3 (U, .)
r oo | 93i-1tim Q35-1 1831
2 v o v n
Qy; (ugy_4) Qy;  (Ugy)
. 31-1 311 Q351 (¥35)
i
Qy; (ugy_q) Qy; (ugy)
xj _Xi yj_yl
ol D, := , i=1,2,3.
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Détermination de D4.

Par construction des fonctions d'interpolation de référence,

pour i,m = 1,2,3, nous aurons

s, =&

Ny
im 1 (Ug4m ° L) (By)

) = B% (u9+m i

i

3z('ﬁi)u9+m (By)

< 2(n,) > (B.)
n, n, u .
i’ i n i
= < 2(% ), n. > Q
a i’ i 9+i
l'avant-derniére égalité se montre en écrivant le vecteur
N - -
z(ni) dans une base orthonormée (ti,ni); comme u9+m s'annule

le long du cb6té oli se trouve Bi , nous aurons

at Y94m (Bi) = 0.

Les égalités précédentes signifient que D4 est une matrice dia-
gonale d'éléments diagonaux

v .
< Q(ni), ni >, 1i=1,2,3.

Dans cette expression, on a

V)
Q(ni) = .
2y, - y. -~ Yy
%

3.7. Elément triangulaire, de classe Cl, de degré deux, a neuf

paramétres.

Revenons au probléme élément fini 3.3. Dans 1l'élément géné-
rique élargi & douze paramétres 3.6, nous remplacons les trois
paramétres supplémentaires

Gl’ G2, G3

par les trois contraintes linéaires mentionnées sous (iii) ci-

dessous.
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Nous devons satisfaire la condition 3.3-(iv):

(1) La restriction de la dérivée normale Bn u au coté
i
Opposé a Ai est un polyndme de degré < 1 d une variable,

i=1,2,3.
En tenant compte du fait que, pour u € U, la restriction de Bn u
i
au coté opposé a Ai est un polyndme de degré < 2 & une variable,

la condition & satisfaire s'écrit de facon équivalente

. 1
(ii) Bn.u (Bi) =3 {Bn.u (Aj) + Bn. u (Ak)}
i i i

c'est-a-dire
(u)

L _ 1 :
(iii) Gi(u) = 3 {(ni)x Fjl(u) + (ni)y sz

l(u) + (n (u) }

+(n,
(nl)x Fk

i)y Fk2
old (i,j,k) est une permutation cyclique des nombres (1,2,3),
i=1,2,3.

Précisons comment se calcule la solution de ce probl&me élément

fini avec contraintes (voir 2.8).

Probléme d'interpolation.

Soit c¢ €ZR9 donné. Le probléme d'interpolation 3.3-(iii) est
résolu comme suit.

a) Nous calculons la valeur des trois paramétres remplacés

_ 1

€10 =7 1l c5 ¥ (n) cot (0 g+ (n)) coly
-1

€11 =2 Uyl eg ¥ )y cg + (ny), ey + (ny)y, c3hy
-1

€10 =7 Llngly ey + () ey (0, g + (ng) el



b) Nous résolvons le probléme & 12 paramétres dans la base
d'interpolation du probléme 3.6

S C

1 1
[Q] el | = AU
512 €12
la solution s'écrit alors
12
u= ) s, u, .
j=1 J 3

Base d'Hermite.

Pour chaque élément de la base canonique deilR9
c € {el,...,e9},

nous résolvons le probléme d'interpolation 3.3-(iii) comme ci-

dessus; & chaque vecteur e, correspond l'élé&ment v, de la base

d'Hermite, i = 1(1)9. Nous mémorisons la matrice

T = ( ) 1 <3

N

t. . 12, 1< ix 9,

Ji

des coefficients de la base d'Hermite par rapport & la base
d'interpolation de 1'élément 3.6. La base d'Hermite s'exprime

comme suit

1
v, = ) t..,u,, i=1(1)9.

L'espace V engendré par {vl,...,vg} est la solution du probléme
élément fini 3.3. Selon le choix de la variante I ou II dans

. PR IT
3.5, nous obtiendrons un espace noté V© ou V .

Par construction, nous avons démontré le théoréme suivant.

Théoréme.

Les espaces VI et VII sont deux solutions du probléme é&lément

fini 3.3.
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§ 4 ELEMENT POLYNOMIAL DE REFERENCE, DE CLASSE Co, DE DEGRE
DEUX, A 16 PARAMETRES.

Dans ce paragraphe, nous effectuons la premiére partie de la
construction commune aux variantes II et I-C. Nous généralisons

en dimension trois les résultats du paragraphe 3.4.

4.1. Notations.

Le tétraédre de référence.

Le tétraédre g, de sommets Kl:= (0,0,0), 32:— (1,0,0), X3:= (0,1,0),
K4z= (0,0,1), est appelé tétraédre de référence.

Soit a,: 8 — g l'application affine effectuant une per-

mutation cyclique de la numérotation des sommets, avec

o, () =K, , 1=10)4; o = identité,
/ N - )
X l-x-y-2z X z X y
a, | Y = X ’ 0 vy | = [(l=-x-y-2z| , Oy | Y= z .
z Y b4 X z 1l-x-y-z
\ ) N

Notons ¢i la partie linéaire de l'application affine oy i=1(1)4.

Désignons par 8l:= (% ' % ' %) le centre de gravité de
la face 1 et 8i:= ai(%l), i =1(1)4. A chaque sommet Xi , hous
attachons trois vecteurs
n av] v}
ell' (1L,0,0), e12:= (0,1,0), el3:= (0,0,1),
& i= ¢, (8,.) = 1,2,3 i = 1(1)4 (voir fig. 4.1-1)
eij-'— q)i (elj ’ J_ 7 ’ 7 l - VOlr lg- . .

v 1 1 v oo 1 B T S §
Bll._ (OI 2 4 2)1 Bl2- (2 4 0 [4 2)1 13 - (2 4 2 4 O)I
B..:=a.(B..), j=1,2,3, i= 1(1)4.



Pour chaque face, nous définissons un vecteur non paralléle
d la face
" N o .
m12= (-1,-1,-1), mi:= ¢l(ml)r i=1(1)4.
En chaque point milieu des arétes, nous introduisons deux vec=

v
teurs paralléles aux faces contenant le point Bij

~ n N
nyqi= (2,-1,-1), ny,i= (-1,2,-1), nl3:= (-1i,-1,2),
n " . .

nlj:= ¢i(nlj), j=1,2,3, i=1(1)4.

Figure 4.1-1. Tétraédre de référence.

Les paramétres de référence.

Considérons les paramétres

n,
¥ o= v &),

v Y . .
Fij(v):= Bgijv (Ai), i=1,2,3, i=1(1)4.
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En vue d'utiliser la construction 2.5, introduisons les change-
ments de variables
B ch®) — @),
Ei(v):= veo, i=1(1)4.
Notons w:= l-x-y-z; le quadruplet (w,x,y,z) représente les
coordonnées barycentriques du point (x,y,z) € ¥
X
y =w X, +x X + v X+ z X '
z
w,x,v,2 2> 0, witxt+y+tz = 1.
En écrivant la fonction v(xX,y,z) en coordonnées barycentriques
v(w,x,y,2), les applications E;l(v) = Ve u;l effectuent la

i-éme permutation cyclique des coordonnées barycentriques

-1
El V(WIXIYIZ) = V(WIXIYIZ)I
-1
E, v(w,x,y,2) = v(X,y,2,W),
-1
E3 V(WIXIYIZ) = V(Y,Z’W:X)r
-1
E4 v(iw,x,y,2) = v(z,w,X,y).

Relativement & la composition, {El’Ez’E3’E4} est un groupe

cyclique, isomorphe & Z modulo 4.

Lemme.
Les paramétres de référence satisfont

F..=Fj°Ei, j = 0(1)3, i=1(1)4.



Démonstration.

Pour j = 1,2,3,

n m n,
Flj° Ei (v) = Flj (voai) = Bg .(Vo ai) (Al)
13
]
=3 0% v (o, A))
¢i(elj) 1
N A%}
= agl.v (Ai) = Fij (v) .
1]
i= 1(1)4. Pour j = 0, c'est immédiat.
[/
%
Le tétraédre générique.
Soit S le tétraédre donné, de sommets Ai = (Xi'yi’zi)’ i=1(1)4.
Notons L: $ —> S l'application affine
’ W Y /
X x2 xl x3—xl x4 xl X xl
A 22-2l 23—21 z4—zl A zl
\ 7 v /
Appelons { la partie linéaire de L. Désignons par Bij:= L(%ij)
les points milieu des arétes, j = 1,2,3, 1 = 1(1)4. Soit

(i,j,k,2) une permutation cyclique des nombres (1,2,3,4), i = 1(1)4.
(Les deux significations de % ne peuvent pas préter & confusion.)

Considérons le vecteur unité, normal a la i-éme face

m, = - 1= 1(1)4,
HAj A X Aj Al

ainsi que les trois vecteurs paralléles & la i-&me face et

normaux aux arétes (voir fig. 4.1-2)
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11

12

Fig. 4.1-2. Tétraédre générique.

Les paramétres génériques.

Sur Cl(S), nous considérons les 16 paramétres

Fio(w):= w (Ai), Fil(w):= Bx W (Ai),

F..(w):s= 93 w (Ai)’ Fi3(w):= 3

i2 y W (Ai)'

Z
i=1(1)4.
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4.2. Elément polynomial de degré trois.

Aux 16 paramétres de référence introduits sous 4.1, nous
ajoutons les 4 paramétres auxiliaires
ny Y
. := . i = 1(1)4.
K, (w) w(€.), 1 (1)
Les 20 paramétres ci-dessus définissent un probléme d'interpo-

lation II,-unisolvant sur l'espace

w

H3:= {v: § — R; v polyndme de degré < 3}.

La base de Lagrange de ce probléme est déterminée au moyen de

2.5 et 2.6;

%lo(x,y,z) = (l—x—y—z)(l+x+y+z—2x2—2y2—2z2—llxy—llyz—llzx),
%ll(x,y,z) = x(l-x-y-z) (1-x-2y-2z),

0y n

vlz(x,y,z) = vll(y,z,x),

V) n
vl3(x,y,Z) = vll(z,x,y),

kl(x,y,z) = 27xyz,

Y. i= v -1 - 0(1)3

viJ = Vlj° ui , J = 0(1)3,

k. :i= k.oa.t, i=1(1)4
i™” 1 i! - °

P . o] ,
L'élément générique correspondant est de classe C , mais n'est
g p

pas de classe Cl.

-

4.3. Elément polynomial & seize paramétres.

Dans 1'é€lément polynomial de degré trois, nous remplacgons

les 4 paramétres auxiliaires par 4 contraintes linéaires
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+
Wl

e

+

1
+ 3 ¥ + (%22 + %23)} (v)

o
(o]
'-—l
mh‘

ol (i,j,k,2) est une permutation cyclique de (1,2,3,4), i = 1(1)4.

D'aprés 2.8, ce nouveau probléme d'interpolation est unisolvant.

Sa base de Lagrange est

(l—x—y—z){l+x+y+z—2(x2+y2+zz+xy+yz+zx)},

v
plo (XIYIZ)

rf>11(x,y,2) X(l—x—y—Z){l-x-% (y+z) },

Y Y

ny n,
pl3(x,y,2) = Pqy3 (z,x,y)

N o -1 . _—
pij.— plj o,y J = 0(1)3, i=1(1)4.

D'aprés 3.4, les contraintes linéaires sont satisfaites pour

tous les polynOmes de degré < 2; ainsi, l'espace d'interpolation

de ce probléme contient tous les polyndmes de degré < 2.
L'élément générique correspondant est de classe CO, mais

n'est pas de classe Cl.



§ 5 VARIANTE II, CONSTRUCTION.

Nous poursuivons la construction annoncée au paragraphe 1

et commencée au paragraphe 4.

5.1. Notations.

Afin de construire des fonctions auxiliaires permettant
de corriger les dérivées normales des polyndmes de 4.3 sur les
faces du tétra&dre générique, nous introduisons des paramétres

auxiliaires.

Les paramétres de référence.

Aux 16 paramétres introduits sous 4.1, nous ajoutons les 12

paramétres auxiliaires

"y n . .
Gij(w):= 8%_,,W‘Bij)' 3 =1,2,3, i=1(1)4.
1]
Ces 28 paramétres sont ordonnés comme suit
%10
F
11
¥
A2
8:= |Fa3| , 8 ct® —r*E.
G
all
12
&
a42
43

Comme dans le lemme de 4.1, on montre que

&..=¢_.E, , 3=1,2,3, i=1(1)4.



58 5.1

Les paramétres générigues.

Aux 16 paramétres de 4.1, nous ajoutons les 12 paramétres
auxiliaires
Gij(w):= an_.w(B D, 3 =1,2,3, 1i=1(1)4.
1]
Ces 28 paramétres sont ordonnés comme suit

W

F1o
Fi1
42
3| , a: clts) — w28,
11
12

Q O = o1

Gyo
Cy3

7/

Les directions normales déplacées.

Soit S un tétraédre générique donné. Nous introduisons mainte-
nant des vecteurs qui dépendent de S, mais qui sont définis sur
le tétraédre de référence;

-1

V,:= % (mi)'

o= 0. (v,), 1 =1(1)4.

La normale m, d la i-éme face de S est transportée sur la i-&me
face de % au moyen de 2—1; nous obtenons un vecteur v, non pa-
ralldle & la i-2me face de §. Ce vecteur Vi est transporté,

au moyen de ¢;l, sur la face 1 de g; nous obtenons un vecteur
u; non paralléle a8 la face 1 de %, c'est-a-dire

+ + .
uix uiy uiz 70



5.2. Elément de pseudo-référence, élargi & 28 param@tres.

Nous allons construire un élément fini sur le tétraé&dre
de référence dont l'espace des fonctions dépend du tétradédre
générique considéré. Il ne possé&de donc pas un espace de ré-
férence au sens de 1.3. C'est pourquoi nous l'appellerons é&lé-
ment de pseudo-référence.

Nous observerons 3 postériori que la variante II se laisse
exprimer & l'aide de 52 fonctions de référence (voir 5.4,
théoréme 2). Nous n'avons pas développé ce point de vue. La
variante I-C nous fournit un élément de référence plus intéressant,

puisqu'il ne comporte que 44 fonctions de référence.

Probléme é€lément fini de pseudo-référence.

Soit S un tétraédre générique donné, de directions normales
déplacées vi = R—l(mi), i = 1(1)4. Nous cherchons un espace
vectoriel de fonctions ﬁc:Cl(g) possédant les propriétés suivantes
(i) Les fonctions de U sont de classe 02 presque partout;

leurs dérivées partielles d'ordre deux sont bornées.

(ii) Y contient tous les polyndmes de degré < 2.

(iii) Les 28 paramétres de B (voir 5.1) définissent un problé&me

d'interpolation %—unisolvant.

(iv) Les restrictions de u € B aux faces du tétraédre, consi-
dérées comme fonctions de deux variables, sont des fonc-
tions rationnelles de type UII (voir 3.6). La restriction
de la dérivée directionnelle Bv'u d la face i, considérée
comme fonction de deux variable;, est un polyndme de

degré < 2, i = 1(1)4.
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Construction de la base d'interpolation de 1'élément de

pseudo-référence.

. "\ " \ .
Nous construisons une base {ul,...,u } d'un espace U satis-

28
faisant aux quatre conditions ci-dessus. Nous introduisons ces
fonctions par blocs. Cette partition de la base induit une par-
tition en blocs de la matrice d'interpolation. Nous choisissons
la base d'interpolation de fagon que la matrice d'interpolation
associée soit triangulaire inférieure par blocs. Pour 1'élément
de pseudo-référence, les blocs diagonaux seront des matrices

identité. Pour 1l'élément générique élargi 5.3, les blocs diago-

naux seront des matrices carrées inversibles.

Bloc 1: fonctions d'interpolation numéros 1 & 16.
Nous choisissons les 16 polyndOmes de degré trois construit

sous 4.3

~ o . oo
u4i+j—3°_ pij s J = 0(1)3, 1i 1¢(1)4.
La condition (ii) est satisfaite. Les conditions (i) et (iv)

sont respectées. Le premier bloc diagonal 16x16 de la matrice

d'interpolation est 1l'identité

Bloc 2: fonctions d'interpolation numéros 17 & 28.

Nous cherchons une fonction %ll(x;x,y,z) définie pour A e]R3,

AX + xy + Kz #0, (x,y,2) € g. pour chaque paramé&tre A e:[R3
avec A
b

+ AZ # 0, nous exigeons que % (A;...) soit de

11

+ A
1 v o 2 s .
S) et posséde les propriétés suivantes.

classe C ™ (



Y

wll(k;...) est de classe C2 presque partout; ses dérivées

(1)
partielles d'ordre deux sont bornées.

(ii) Les restrictions de %ll(x;...) aux faces 3 et 4 sont nulles.

De méme, le gradient de %ll(x;...) sur les faces 3 et 4

est nul.

(iii) % (A;...) s'annule indentiquement sur la face 2. Pour chaque

11
t €IR3, la dérivée directionnelle at %ll(x;o,y,z) est un
polynéme de degré < 2 en y,2z.

(iv) Dans la face 1, on a

2 2
2X vz
(x+y) (x+2)

n,
wll(x;x,y,Z) =

La restriction de la dérivée directionnelle 8X %ll(x;...)

d la face 1, considérée comme fonction de deux variables,
est un polynéme de degré < 2. [Avec la notation
3, = A_ d_ + A_ 93+ A_ 9 i

A X X vV Y z z

. v . .
La fonction w,, nous permet de construire les douze fonctions

d'interpolation restantes

V) N,
wlz(k;x,y,Z) := wll(ky,kzrkx; YrZ,X),

oy V]

Wl3()\;XIYIZ) = wll(AZ’KX'Ay; ZIXIY)I
n N -1

Wij( A;x,y,Z):=wlj(k;ai (X,¥:,2)),

u ( )= W, . (v,; X,¥,2)
ul3+3i+j XIYIZ L wij \)i’ lyl I

j=1,2,3, i=1(1)4.

od v, = ¢i ui est une direction normale déplacée (voir 5.1).
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La matrice d'}nterpolation prend alors la forme

4]-

I 0

16

12

Remargue.

La fonction suivante, restreinte 3 une face du thétraédre géné-
rique et considérée comme fonction de deux variables, est un

polyndme de degré g 2;

0y -1
am. wij (vi, L " (...))
i
= {5  W.. (V.i..)}® Lt
v, 1] i
n -1 -1
N -1 -1
= {9 W.. (U.j3+2e))c0, o L
My 1j i i
( N
{8“1 W11 (“i"")}°“;l ot si =1,
N -1 -1
= {3 Was (M. sU: sHa.5ees)toa, e L si j = 2,
ﬂ (Uiy’uiz'“ix) 11" iy ""iz" Tix i
N -1 -1
{9 Woo (U, sl M, 3eee)tea,” oL 7 si j = 3;
(Uiz’uix’uiy) 11 iz""ix"Tiy i
i=1(1)4.

Par contre, dans la face i et dans toute direction t linéaire-
ment indépendante de mi , la dérivée

" -1
9. w, . (vi,L (ee))

t ij face i

est une fonction rationnelle & deux variables.

v
Construction de wll(x;...).

Nous partons de la fonction
2 2

2X vy 2z

(x+y) (x+2)

ro(x,y,Z) =



La fonction rO satisfait (i), (ii), (4iii)

at rO(OIYIZ) = tX 2yz,

et la premiére partie de (iv). En vue de satisfaire la deuxiéme
partie de (iv), calculons

2y2 22 2Xy 2 {

X (x+y) (x+2) (x+y) (x+z)

3)\ rO(XIYIZ) = A

yZ (2X+y+2z) o z (2x+y) + z(2x+z)}
X (x+y) (x+z) y X+y z X+z

Dans la face 1, nous avons

2y2 22 = 2yg - 2XYyZ
(x+y) (x+2) Y (1-y) (1-2) °
Posons
] - 2 1 _yz(l+x)
cixyy,2):= Aoy |k U T Ty ez !

+ z (2x+y) + y(2x+2z)
vy 1-z z l-y

Nous aurons

) ro(XIYIZ)

A l-x~-y-z = 0

= AX 2yz + xyz c(\;x,y,2) .

Nous corrigeons r, en lui ajoutant une fonction b(x;...) telle

que la somme
Y
Wy, (ixey,z) = ro(x,y,2) + b(Aix,y,2)

posséde toutes les propriétés (i) a (iv).

Définissons

2.2 2
XV 2 l-x-y-z

(1-x-y) (1=x-2) (1-y-2) kx+xy+AZ

b(A;Xrle) * C(A;XIYIZ)°
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Nous avons

3, brix,y,z)

A - xyzc{(A;x,¥,2) .

face 1 -
Par suite, la deuxiéme partie de la condition (iv) est satis-

faite de la facon suivante

Formule 5.2-1.

A 2yz.

9. W, (A3 ) =
A W WAIE Y2 ence 1T Mk

La condition (iii) prend la forme

Formule 5.2-2.

Y]
at wll(k;x,y,z) face 2 S 2yz.

. N .
Enfin, nous pouvons mettre wll sous la forme suivante.

Formule 5.2-3.

Axrl(x,y,2)+xyr2(x,y,Z)+er3(X.y,Z)

w.. (03 ) = r ( ) +
WipthrEeyeE)l = R iX Y2 X, + A+ A
X vy Z

2 2
2Xy 7z
(x+y) (x+2) '

oll ro(x,y,Z):=

2x2y222(l—x—y—z)

(1=-x-y) (1=-x-2z) (1-y-z) (1-y) (1-z) '

r (x,y,2z):=

vz (1+x)
(1-y) (1-2)

r(x,y,z) {-1 - J

Il

rl(XIYIZ) :

rz(x,y,z): r(x,v,z) Ei%§§Xl

14

2x+
r (X,v,2):= r(x,y,2) ( f 2) .
3 1-y
Remarque.

%ll(x;x,y,z) est homogé&ne en A.



5.3. Elément fini générique, élargi & 28 paramétres.

Pour le probléme d'interpolation
Q: Cl(S) ——%]R28 (voir 5.1),
nous choisissons la base d'interpolation
u.i= S e LY, 1= 1(1)28,
ol les ﬁi sont les fonctions d'interpolation de 1l'élément de

pseudo-référence. Notons U l'espace vectoriel engendré par ces

28 fonctions.

Théoréme.

Le probléme d'interpolation élargi Q: U ———)]R28 est U-unisolvant.

Démonstration.

Par rapport & la base d'interpolation {ui, i =1(1)28}, la matrice

d'interpolation de Q a la forme suivante

ol Dl ’ D2 , D3 ’ D4 sont des matricés 3x3,

D5 est une matrice diagonale 12x12,

et Ql est une matrice 12x16.



Détermination de Di , 1= 1(1)4.

Soient (i,j,k,%) une permutation cyclique de (1,2,3,4);

v
u=uol, u € U; alors

] V] Y v N
Qi @) = F. (1) = oy (we L) (A;)
il
= az(éil)u (a;)
= (xj-xi) Fil(u) + (yj-yi) Fiz(u)
+ (zj—zi) Fi3(u)
= (xj—xi) Qi) + (yj—yi) Qui-1 (W
+ (zj—zi) Q4i(u).
De méme,

54i_l(u) = (X =%x;) Q4. (W) + (y,=y.) QW)
+ (2 -2,) Q,y (u)y

"

Q4.(u)

1

I

(Xg=x3) Qo)+ (yy=y,) Q4 (W)
+ (zz—zi) Q4i(u).

Par construction des fonctions d'interpolation de pseudo-

référence, nous avons
7

541-2(841—2) e 641—2‘“41)
I3= e e
gy (gyop) or Gy ()
(0435 (g5 p) -+ Q455 (uyy)
=Di “e .o '
kQ4i (Ugi-p)--r Qpy (u4i{




‘ )
xj—xl yj—yl zj—zi
oll Di:= X, "X, Y Y5 2, 72, , 1= 1(1)4.
] Yo7Y5 207%4
L J
Détermination de D5.
Par construction des fonctions u; s i=17(1)28, D5 est diagonale.

En utilisant les propriétés des fonctions de pseudo-référence,

pour j = 1,2,3 et i = 1(1)4, nous aurons
y N AY)
L=06505545414) = a?iij(u3i+j+14 °L) (B;)

asa(r“lij)u3i+j+14 (B;5)

)

="< 2(%..), n,, > G,.(u,.. .
ij ij ij " 3i+3+14

(

=< 4(n..), n.. >0

ij ij 3i+j+14 )i

U3it+i+14
1'égalité (*) se montre en écrivant le vecteur l(gij), paralléle
a4 la i-&me face, dans une base orthonormé&e (tij,nij); comme

s'annule le long des trois cdtés de la face i, nous aurons

U3i4+9+14
O . Y3i45+14 (Bij) =0
i3
Finalement
diag D. = (< 2(n,.) >, < 2(8..) >
iag Dg = Nyp/eMyy 7 Dyp/iflyy 7o eeey
ny ny
<Amyo)ny, >, < Lngg)m, ) .

VA
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1
5.4. Elément tétraédrique, de classe C~, de degré deux,

a 16 paramétres.

Nous sommes maintenant en mesure de donner une solution
(variante II) du probléme &lément fini é&noncé sous l1.2. Dans
l'élément générique élargi & 28 paramé@tres, nous allons rempla-
cer les 12 paramétres auxiliaires par 12 contraintes linéaires.

Afin de satisfaire la condition de raccordement 1l.2-(iv),
nous exigeons que
5.4-1. "La restriction de la dérivée normale am'v a la face i,

considérée comme une fonction de deux Va;iables, est un
polyndme de degré < 1, i = 1(1)4."
En tenant compte du fait que, pour u € U, la restriction de

am u a la face i est un polyndme de degré < 2 3 deux variables,
i

la condition 5.4-1 s'écrit de facgon équivalente sous forme de

contraintes linéaires

5.4-2. Gil(u) =

N

{8 u@ ) + 5  u(ar)},
n;jp K ng, 0

G =

N+

{3 u(A ) + 23 u(A.)},
Dip A Rip

1
. == A, A ,
Gl3(u) > {Bni3u( J) + Bni3u( k)}

ol (i,j,k,%) est une permutation cyclique des nombres

(L,2,3,4), i = 1(1)4.

Théoréme 1.

L'espace linéaire

VII:= {u € U; u respecte les 12 contraintes 5.4-2}

est une solution du probléme é&lément fini 1.2.



Démonstration.

Les contraintes linéaires sont respectées par les polyndmes
de degré < 2; ainsi, VII contient les polyndmes de degré < 2.
D'aprés 2.8, le probléme d'interpolation 1.2-(iii) est
VII—unisolvant.
La propriété 1l.2-(v) provient de ce que notre construction
ne privilégie aucun sommet. Une vérification numérique sera

effectuée dans 7.4-6.

-

Il reste encore 3 vérifier les conditions de raccordement.

Considérons deux tétraé&dres S ayant une face commune T de

l'SZ

sommets Al’Az’A . Pour 20 nombres réels donnés, considérons

3

les fonctions d'interpolation correspondantes, vl sur Sl et

V2 sur 82 .

Classe CO.

et v considérées comme des fonctions

7
R 2| .
de deux variables, appartiennent & l'espace V défini sous 3.7

Les restrictions v

pour le triangle T. Les 9 paramétres de 1'élément bidimensionnel

3.3 ont les mémes valeurs pour v et v

g 2| q”

= Vv
T

Par suite, Vll 2|T .

Classe Cl.

Soit m un vecteur normal & la face T. Les dérivées normales

] t 9 ; considérées comme fonctions de deux variables,

v e v
m 1|, m 2],

sont des polyndmes de degré < 1l. Ces deux fonctions affines coln-

cident aux trois sommets A, ,A,,A, . Par suite, o VlIT m V2| °

N
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Remarque.

La solution du probléme d'interpolation 1.2-(iii) et le calcul

de la base d'Hermite seront explicités au paragraphe 7.

Théoréme 2.

La variante II se laisse exprimer & l'aide de 52 fonctions de

référence.

Démonstration.

D'aprés les définitions de 1.3, nous devons montrer que tout

v € VII(S) peut se mettre sous la forme d'une combinaison linéaire
52
v= ) a,u.°L
j=1 J 3

ol les fonctions ul,...,u

-1

592 € Cl(g) ne dépendent pas de S.

Partant de la forme

28
" -1
v= } s, uo°L ",
i i
i=1
nous pouvons poser ﬁj:= Hj pour j = 1(1l)16.
- Hq
En posant yu,:= dans 5.2,
+
Lo By tH Ty,

317 peut se mettre sous la forme

- -~

N )
Up7 T To FHix Tp t My, Ty f g, T3

oll les fonctions r rrysL,/ry ne dépendent pas de S et les co-

3

efficients satisfont

1:lx + ﬁly * 1:lz =1
On peut alors écrire
SPIRCNUE SI ﬂly(rZ Ty ;lz(r3_rl)
et poser al7z= ro + rl ' 518:= r2 - rl, 519:= r3 - rl.

V)
En continuant de facon analogue pour u nous parvenons

[a¥]
187" rYsg

au résultat.



§ 6 VARIANTE I-C, CONSTRUCTION.

Nous poursuivons la construction annoncée dans le paragraphe 1

et commencé&e au paragraphe 4.

6.1. Notations.

En vue d'introduire des fonctions auxiliaires permettant de
corriger les dérivées normales des polyndmes 4.3 sur les faces

du tétraédre générique, nous introduisons des paramétres auxiliaires.

Les paramétres de référence.

Dans chaque face, introduisons trois points

% . 211 v _ 121 v _ (L1 12
Ci1:7 Grgrg)r Cipi= (Gr3rg) e Cp3i= (Gigr3) s
ny v
&m0 @), 3=1,2,3, 1=14.
X
4
B,
B
12
Py
3

wWe

13

Fig. 6.1. Tétraédre de référence.
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Aux 16 paramétres introduits sous 4.1, nous ajoutons les

paramétres auxiliaires suivants

e

r\J . .
ij(w):= 3%.' \ (Bij), j =1,2,3, i=1(1)4,
1]
ny Y .
Hi (w) := 8%' Y (Ci) , 1 =1(1)4,
i
ny y
ij(w).— 8%1 A (Cij), j=11,2,3, i=1(1)4.

Ces 44 paramétres sont ordonnés comme suit

( ]

S I
-
o

F—l
'_J

G Q32 HHe ™o .
e S R NN
N =W N

et
I
w
Q
a
[
H

BwWw NP

meHme oo e e e Q)
I—l

e @S o
N N
w N e N

L /

Comme dans le lemme de 4.1, on montre que

y y .

¢y =8 0B 4 3 =1,2,3,

0y "

H, =H °E, ,

.. =H ..E, , j=1,2,3, i=1(1l)4.

ij 1j i



Les paramétres génériques.

Définissons Cij:= L(%ij), j=1,2,3, 1 =1(1)4. Aux 16 paramétres

génériques de 4.1, nous ajoutons les 28 paramétres auxiliaires

suivants
lj(w):= 9 5 \"/ (Bij), i =1,2,3, 1i=1(1)4,
Hl (w) = Bm. 4 (Ci), i=1(1)4,
i
Hl](w):= ami w (Clj , J=1,2,3, 1i=1(1)4.

Ces 44 paramétres sont ordonnés de la fagon suivante

BN

10

43 . 0: cr(s) — w4,

L@
il
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6.2. Elément tétraédrique de référence, élargi 38 44 paramétres.

Probléme élément fini de référence.

Nous cherchons un espace vectoriel de fonctions 8 c.Cl(g) possé-

dant les propriétés suivantes

(1) Les fonctions de % sont de classe C2 presque partout;
leurs dérivées partielles d'ordre deux sont bornées.

(ii) % contient tous les polyndmes de degré < 2.

(iii) Les 44 paramétres de 6 (voir 6.1) définissent un probléme
d'interpolation U-unisolvant.

(iv) Les restrictions de u € % aux faces du tétraédre, consi-
dérées comme fonctions de deux variables, sont des polynémes
de degré < 3 par morceaux, de type UI (voir 3.6). La restric-
tion de la dérivée directionnelle aa. u a la face i, consi-
dérée comme une fonction de deux variables, est un polyndme
par morceaux de degré < 2. (Les morceaux sont ceux de la
figure 3.5, 38 une transformation affine prés.)

dans §

(v) Soient Pl,...,P les applications affines de

8
24
. . Y] Y] A% n
qui effectuent une permutation des sommets Al’Az’A3’A4’

Alors, ﬁ»pi et Vued, i=1(1)24.

Construction de la base d'interpolation de l1'élément de référence.

Nous construisons une base {El,...,ﬁ44}d'un espace % satisfaisant
aux cing conditions ci-dessus. Nous introduisons ces fonctions
par blocs. Cette partition de la base induit une partition en
blocs de la matrice d'interpolation. Nous choisissons la base
d'interpolation de fagon que la matrice d'interpolation associée

soit triangulaire inférieure par blocs. Pour 1l'élément de réfé-
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rence, les blocs diagonaux seront des matrices identité. Pour
1'élément générique élargi 6.3, les blocs diagonaux seront des

matrices carrées inversibles.

6.2-1. Bloc 1l: fonctions de référence numéros 1 § 16.

Nous choisissons les seize polyndmes de degré trois construits

sous 4.3

,\J —

u4i+j—3: iy i=1(1)4, 3 =0()3,

ol

La condition (ii) est ainsi satisfaite. Le premier bloc diagonal

16x16 de la matrice d'interpolation est l'identité

6.2=-2. Bloc 2: fonctions de référence numéros 17 3 28.

Nous cherchons une fonction %ll € Cl(g) possédant les propriétés

suivantes.

Y
(1) Wiq est un polyndme par morceaux de degré g 3; les morceaux

sont ceux de la figure 6.2-2.

r\l -~ .
(ii) La restriction de wll d la face 1 correspond a la fonction

%{ du probléme bidimensionnel
N VvI .
wll(l—x—y,x,y) = wl(x,y) (voir 3.5)
Les restrictions de %ll aux faces 2, 3 et 4 du tétraédre

sont nulles.

(iii) Dans les faces 3 et 4, le gradient de %ll est nul.



76 6.2-2

Une telle fonction permet de construire douze fonctions d'inter-

polation
V] ny
w12 (XIYIZ) = wll(y’Z’X) ’
n, ny
wl3(x,y,2):= wll(z,x,y),
n n N -1
U1343i49 37 Wig'T Wig0 %y

j=1,2,3, i = 1(1)4.

La matrice d'interpolation prend alors la forme

( \
?
Il6 0 f
o] |~ aa |
Q - 12 e -
* * ?

~

Le polynOme par morceaux suivant possé&de les propriétés requises

r
X (% x2 - Xy — Xz + 2yz) dans gl ’
N 2 1
wll(x,y,z):= Cy (z - 3 y) dans BZ p
2 1 ny
\ z (y - 3 z) dans S3 .
A
4
g
1
g
2
A
3
n
By 8
Fig. 6.2-2. M §. a ts A, &, X, X
ig. 6. - Morceau S, de sommets A, C; A; A, ,
S, a ts X, ¢, A, &
morceau S, de sommets A, C; A, A, ,
y N N
morceau S, de sommets A, C, A, A



6.2-3. Bloc 3: fonctions de référence numéros 29 i 32.

v n
Nous cherchons une fonction rlO (S Cl(S) possédant les propriétés

suivantes
v

(1) o est de classe C2 presque partout; ses dérivées par-
tielles d'ordre deux sont bornées.

v} v
(ii) Les restrictions de rlo aux quatre faces de S sont nulles.

N
(iii) La restriction de la dérivée normale de 0 a la face i,

considérée comme fonction de deux variables, est un poly-

) =6 ’

. _ . . n N
ndme de degré < 2 par morceaux satisfaisant Hi(r i1

10
i=1(1)4.

Une telle fonction nous permet de construire quatre fonctions

d'interpolation

-1

n, N " A
u28+i'— rio.— rlO oui , 1= 1(1)4.

Avec ce choix, la matrice d'interpolation prend la forme
/

\
?
Il6 0 0 F
* ?
[a] _ I12 0 F
* * ?
I4 <
* * * ?

Remargue.

Nous avons d'abord cherché les fonctions de référence parmi
les polynOmes de degré < 3 par morceaux. Nous avons considéré

les douze morceaux suivants

y n, s N Ny n A v ny n,
& 81 K K . ¢& K K, & ¢ K K,
- N 111 . L . .
ou C:= (Z'Z’Z) et (i,3,k,2) est une permutation cyclique

des nombres (1,2,3,4).
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Nous avons constaté qu'il n'est pas possible de résoudre le
probléme élément fini 6.2 uniquement avec de tels polyndmes
par morceaux. Ce résultat négatif fera l'objet de 6.2-5. Nous

- 3 ,\J - -
démontrerons aussi que r ne peut pas étre un polynlme de

10
degré < 3 par morceaux.
. v
Construction de r. ..
10
. . . n - ny
Nous prescrivons que les restrictions de rlO a gl ’ gz et S3

(voir fig. 6.2-2) soient des fonctions rationnelles possédant

les symétries suivantes:

ooy ) =T, x| )
rlolsz XIYIZ - rlolsl Y,X,Z 7

oo o ) = T |y o )
rlO|S3 X,¥,2) = rlolsi Z,Y,X) .

y
Pour obtenir la classe Cl(S), nous exigeons que

n v}
rlolgl(x,y,Z) = r10|§ (x,2,y)
1
V]
(9 =9 ) (r o) = 0.
y "x' 710[s, ly-x=0
Il suffit de construire }10|§ .

1

oy .
Pour le morceau Sl , nous partons de la fonction

a(x,y,z):= 3x2(l—x—y—z).

Premi&re correction.

A la fonction a , nous ajoutons

x2(l-x—y—z)2(y+z—2x)
(1-3x%) (y+z-x)

b(x,y,z):= 2

de telle fagon que

(3 +5_-23_) (a+b) = 0.
Y y+z-2x=0



Deuxiéme correction.

A la fonction (a+b), nous ajoutons c, de telle fagon que

1

(3 -3 ) (a+b+c.) = 0.
y X 1 y-x=0

Dans le calcul de (ay—ax)(a+b), mettons en évidence le facteur
(y+z-2x) ; nous obtenons

(ay-ax)(a+b)(x,y,2) = x(l-x-y-z) (y+2-2x) Y(X,¥,2),

2
(1-3x) (y+z-x)

ol Y{(x,y,2):= [(8x+2y+22—5)

3 2
- x(l-x-y-z){ T3+ TTz-x% }] .
Nous posons

_ x2(z—x)2(l—x—y—z)2 y—X
y(1-2x-2) (y+z-2x) 2

y(X,¥,2).

Troisiéme correction.

A la fonction (a+b+cl), nous ajoutons c, de telle facon que

2

(BZ—BX)(a+b+c +c2) =0

1 z-x=0

et que la fonction de référence

- v = a+ b + +
"10(8,°7 c1 7 %2

soit symétrique en y et z.

Nous tirons des calculs de la deuxiéme correction que

Y(x,¥,2) = Y(X,2,Y)

et (Bz-ax)(a+b+cl)
z-x=0

= x(l-x-y-2) (y+2-2x) vy (x,y,2) .
z-x=0
Nous posons
x2(y—x)2(l—x—y-z)2 zZ-X

S, (Xy¥s2) = = S5 Y) (yiz-2%) 7 Y(xy.z).
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6.2-4. Bloc 4: fonctions de référence numéros 33 & 44.

Nous cherchons une fonction ¥l3 € Cl(g) possédant les propriétés

suivantes

(1) %13 est de classe C2 presque partout; ses dérivées par-
tielles d'ordre deux sont bornées.

v
(ii) Les restrictions de %13 aux quatre faces de S sont nulles.

(iii) La restriction de la dérivée normale de %13 ad la face 1

est un polyndme de degré < 2 par morceaux, satisfaisant

Y, Y] . Y, Y] — . . .
Hlj(rl3) = 6j3 , J=1,2,3, Hl(rl3) 0; les restrictions
des gradients de e aux faces 2, 3 et 4 sont nuls.

13
Une telle fonction nous permet de construire les douze fonctions

d'interpolation restantes

v v
rll(lelZ) = rl3(YIle) ’

o yi= T ( )
T, X,¥,2):= rl3 Z,X,Y),

N N n -1
= r = r o (O,

Y29+43i+5 ij 19 %% 7

j =1,2,3, i = 1(1)4.

Avec ce choix, la matrice d'interpolation prend la forme finale

/ A
I16 0 0 0
* I 0 0
o, 12
[Q]= ’
* *
I4 0
* * *
112

n,
Construction de rl3.

Nous cherchons une fonction rationnelle par morceaux possédant

les symétries suivantes



¥ vo(x z) = % N (yv,%X,2)
T13|g  Xr¥e2) = I3y WeXaZ)y
2 1
V]
r v o= 0.
13[s3

"
Pour obtenir la classe Cl(S), nous exigeons que

V]
(3. ~-3 ) (r v o) =0,
y X 13]81 )y—x=0
V]
(r v ) =0,
13[81 z—-x=0
n,
(3_ -9 ) (r v o) = 0.
z X 13|Sl —5=0
Il suffit de construire % AVIR
13]sl

"y .
Pour le morceau S, , nous partons de la fonction

1

4x2(z—x)2(l—x—y—z)
(1-y-2z) (1-2x~-y)

a(x,y,z):=

qui vérifie

8% a(x,v,z) = 12x(z-x).

1

l-x-y-2z=0

A la fonction a , nous ajoutons b de telle facon que

(3. -9_) (a+b) =0,
y x 'y—x=0

v

(r13|§l)'_ a + b.

Nous calculons

(a -9 ) a(XIYIZ)
y X y-x=0

= 4x(z-x) (1-x-y-z) B(x,y,z), ol

1 1 1

B(XIYIZ):= (l_x_z)(l_3x) { 4X—22+X(Z—X) (l—X-Z - l—3X)} :

Nous posons

2x2(z—x)2(l—x-y-2)2(y—x)
y(y+z-2x) (1-2x-2)

b(X,y,Z):= - B(XIYIZ)°
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6.2-5. Sur les polyndmes par morceaux.

Y v
Soit I 1'espace des fonctions f € C°(S) dont les restrictions

aux douze morceaux suivants sont des polyndmes de degré g 3:

¢ X X & X X ¢ X X
itk iy ! i3 k!
~ % 111 .. .
ou C:= (Z’Z’Z) et (i,j,k,%) est une permutation des

nombres (1,2,3,4).
Nous allons montrer que chaque solution ¥ du probléme élément
oy
fini 6.2 n'est pas incluse dans I et que les fonctions de réfé-

n y - .. N
rence rlO et rl3 ne peuvent pas étre choisies dans 1.

Lemnme .
Soit f: g —— 1R une fonction satisfaisant
a) £ est de la forme
f(x,y,2) = (l-x-y-2) g(x,y,2);
b) f est de classe Cl(g);
c) les restrictions
gj:= glg. r J=1,2,3 (voir fig. 6.2-2)
sont desjpolynémes de degré < 2.

y
Alors, f et g sont des polyndmes dglobalement sur S.

Démonstration.

Nous démontrons que g est un polyndme. Ecrivons
(x z) = x2 + 2 + 22 + z
+gj5 zx + gj6 Xy + gj7 X + gj8 y

+gj9 z + gle , J=1,2,3.
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La condition gl(x,x,z) = gz(x,x,z) implique

911 T 912 F I T 91 T Ion T Iy

919 T 929
91 10 T 92 10
Désignons par 81,82,83 les dérivées partielles par rapport a

la premiére, deuxiéme et troisiéme variable respectivement.

La condition

(82-31) gl(x,x,Z) = (82-81) gz(x,x,Z)

implique --gll + g12 = —ng + 922
914 T 915 T 94 T 935
918 7 917 T 928 T 927 -

De fagon analogue, on écrit les conditions

gz(leIy) 93(X:Y:Y),

(33—82)92(x,y,y) = (83—82)93(X,y,y),

93(x,y,X) gl(x,y,X),

(3,-33) g5 (x,y,%) = (3;-83)g; (X,¥,%) .

Les équations précédentes impliquent

glk = g2k = g3k ’ k = l(l)lO.

N
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Proposition.

Soit f: g —— 1R une fonction satisfaisant
a) £ est de classe Cl(g);
Y]
b) £ e II;

c¢) £ s'annule sur le bord de E_

Alors, le gradient de f est nul sur le bord de %,

Démonstration.

Par les hypothéses b et c, f est de la forme

N N Ny A}
(1-x-y=-2) hl(x,y,z) sur C A2 A3 A4 ’
X hz(x,y,z) sur 8 KB X4 Xl ’
f(XIYIZ) = AN A A A,
y h3(x,y,z) sur C A4 Al A2 '
LA VEAY) A} ny
z h4(x,y,z) sur C Al A2 A3 ’

oli chaque hi est un polyndme de degré < 2 sur chacun des trois

morceaux
ik Tt i Bty iy %k

(i,3,k,2) désignant une permutation cyclique des nombres (1,2,3,4).

Au moyen d'une transformation affine, nous utilisons le

L o - SV VI VIRV LSV VI A VIR AV
lemme précédent sur chaque tétraédre C A2 A3 A4 , C A3 A4 Al ’
VI VA VA V) N NN Ny
C A4 Al A2 , C Al A2 A3 ; nous concluons que hi est un poly-

ndme de degré ¢ 2, i = 1(1)4.

Par suite, la dérivée normale de f, restreinte 3 une face
et considérée comme une fonction de deux variables, est un poly-
ndme de degré < 2. Par les hypothéses a et c, cette dérivée nor-
male s'annule le long des trois arétes de la face. Ainsi, la dé-

rivée normale, restreinte & la face, est nulle. En tenant compte

de 1l'hypothése c, le gradient de f est nul sur le bord de g.

%,



Corollaire.

P v n N
Les fonctions de référence rlO et rl3 ne peuvent pas étre

. . r\"
choisies dans 1.

Théoréme.
A%
Soit U une solution du probléme élément fini 6.2. Alors U n'est

Y]
pas inclu dans II.

Démonstration.

N
Supposons par l'absurde que %<:H. Par la condition (iii) du pro-

bléme élément fini 6.2, il existe }l e U tel que
A", v v
H,(ry) = Bﬁlrl(al) =1,

les 43 autres paramétres de T, étant nuls.

1

Y
Soit T une face de S. D'aprés la condition (iv) du probléme

v
élément fini 6.2, la restriction r appartient a8 l'espace UI(T)

1T

est nul le long des trois cbtés de

V]
défini sous 3.6. Comme rllT

l) = 0 pour i = 1(1)4, j = 1,2,3, les douze paramétres

Y
génériques de la section 3.2 sur T sont nuls pour r

ny N
T et G..(r
1]

l]T R Par
unisolvance dans UI(T) (voir théoréme 3.6), gllT = 0.

n
La fonction ry satisfait maintenant aux hypothéses de la

1 est de classe Cl(g), %l e ﬁ

et % v = 0. Ainsi, grad(%l) (81) = 0, ce qui contredit 1'hypo-

. 0] - - b3 ] r\l
proposition précédente, & savoir r

#
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6.3. Elément tétraédrique générique, élargi & 44 paramétres.

Pour le probléme d'interpolation
0: Cl(S) ——-—9]R44 (voir 6.1),
nous choisissons la base d'interpolation
n -1 .
ug = ug e L 7, 1i=1(1)44,
oll les ﬁi sont les fonctions d'interpolation de 1'é&€lément de

référence. Notons U l'espace vectoriel engendré par ces 44

fonctions.

Théoréme.
44

Le probléme d'interpolation élargi Q: U — IR est U-unisolvant.

Démonstration.

Par rapport & la base d'interpolation {ui; i =1(1)44}, la ma-

trice d'interpolation de Q a la forme suivante

£ ]
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ol Dl’Dz’D3’D4 sont des matrices 3x3,
D5 est une matrice diagonale 12x12,
D6 est une matrice diagonale 4x4,
D7 est une matrice diagonale 12x12,
Ql est une matrice 12x16,
Q2 est une matrice 4x28,

et Q3 est une matrice 12x32.

Détermination de Di , 1 = 1(1)5.

Ce calcul correspond point par point 3 celui de la variante II

(voir 5.3). Nous obtenons

( h
xj—xi yj—yi zj—zi
Dl = X, "X Yy Y, 2,725 , 1 =1(1)4,
] Yo7Y5 207%4
~ /

ol (i,Jj,k,%) est une permutation cyclique des nombres (1,2,3,4);

diag D5 = (< z(kll)’nll >, < 2(%12),n12 >, ey
< Amgp)mgy e < 2y a)ing g ).
Détermination de D6 et D7.
Usgti s'annule dans la i-é&me face de S. Par construction de la
fonction de référence 328+i , nous avons
L= (Hyg,y) = i, (Wygpge D) (E))
T %, U2s+n (G4

)

n,
=< 2my), my > H (uyg, s

v (-
=< Q(mi), m; > Q ( ), 1= 1(1)4.

28+i ‘U28+i
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Définissons
v
di:= < Q(mi), mi >, 1= 1(1)4.
Nous obtenons
diag D6 = (dl’dz'd3’d4)'
Par un calcul similaire,
diag D7 = (dl,dl,dl,dz,dz,d2,d3,d3,d3,d4,d4, 4).

%

6.4. Elément fini tétraédrique, de classe Cl, de degré deux,

a 16 paramétres.

Nous sommes maintenant en mesure de donner une solution
(variante I-C) du probléme élément fini 1.2. Dans 1l'élément
générique élargi a8 44 paramétres, nous allons remplacer les
28 paramétres auxiliaires par 28 contraintes linéaires.

Afin de satisfaire la condition de raccordement 1.2-(iv), nous
exigeons que
6.4-1. "La restriction de la dérivée normale Bm v 4 la face 1i,
i
considérée comme une fonction de deux variables, est un
polyndme de degré < 1, i = 1(1)4."
Pour u € U, la restriction de Bm u a la i-éme face, considérée
i
comme une fonction continue de deux variables, est un polyndme
par morceaux de degré < 2. (Les morceaux sont ceux de la figure
3.5, 8 une transformation affine prés.) Par suite, la condition

6.4-1 s'écrit de fagon équivalente sous forme de contraintes

linéaires



6.4-2. G, (u) =3 {5_ u(a) +3_ u@p)l,

il il
=1
Gi2(u) =3 {Bn‘ u(AR) + Bn‘ u(Aj)},
i2 i2
G (u)=—l-{3 u(A.) + 3_ u(a )}
i3 2 n, j n, k'
i3 i3
_1 1 1
Hi (u) = 3 8m'u(Aj) + 3 am.u(Ak) + 3 am'u(Ag),
i i i
2 1 1
Hil(u) =3 Sm.u(Aj) + 3 Bm.u(Ak) + c Bm.u(Ag),
i i i
1 2 1
= - — + —
Hip(w) = g oy ulay) + 308, uld) + g3, u@),
i i i
_1 1 2
Hi3(u) =% 3miu(Aj) + 3 Bmiu(Ak) + 3 Bmiu(AR),

ou (i,j,k,L) est une permutation cyclique des nombres

(L,2,3,4), i = 1(1)4.

Théoréme.
L'espace linéaire
VI:= {u € U; u respecte les 28 contraintes 6.4-2}

est une solution du probléme é&lément fini 1.2.

Démonstration.

Les contraintes linéaires sont respectées par les polyndmes
" D I . ~ ~
de degré < 2; ainsi, V~ contient tous les polyndmes de degré < 2.
D'aprés 2.8, le problé&me d'interpolation 1.2-(iii) est
I .
V -unisolvant.
La propriété 1l.2-(v) provient de ce que notre construction
ne privilégie aucun sommet. Une vérification numérique sera

effectuée dans 8.4-6.
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I1 reste encore 3 vérifier les conditions de raccordement.

Considérons deux tétraédres Sl ’ 82 ayant une face commune T

de sommets Al'AZ’A Pour 20 nombres réels donnés, considé&rons

3
la fonction d'interpolation v

sur Sl et v, sur S .

1 2 2

Classe CO.

Les restrictions v et v considérées comme des fonctions

1|T 2T’

-~

de deux variables, appartiennent & l'espace VI défini sous 3.7
pour le triangle T. Les 9 paramétres de l'élément bidimensionnel

3.3 ont les mémes valeurs pour v et v Par suite,

1jT 2|T

Vijr T V2 r

Classe Cl.

Soit m un vecteur normal 3 la face T. Les dérivées normales

9_ VvV et 3 v , considérées comme des fonctions de deux
m 1|T m 2|T

variables, sont des polyndmes de degré < 1l. Ces deux fonctions

affines colncident aux trois sommets Al,A A3. Par suite,

2!
o Vil T I Va|T -
Y
Remarque.

La solution du probléme d'interpolation 1.2-(iii) et le calcul

de la base d'Hermite seront explicités au paragraphe 8.



6.5. Comparaison avec la variante I-A.

En 1976, M. Déléze et J.-J. Goé&l publiérent le premier
élément fini tétraédrique, de classe Cl, de degré deux, a 16
paramétres [6]. Cet élément sera appelé variante I-A par la
suite. Il fut republié en 1978 dans "International journal for
numerical methods in engineering"” [7]; il était accompagné d'un
autre élément de degré plus é&levé.

Les améliorations apportées & cette premiére construction
ont abouti & la variante I-C présentée ici. Nous indiquons ci-

dessous les modifications les plus importantes.

Certains aspects relevant de l'algébre linéaire.

Dans la variante I-A, nous avions obtenu des formules explicites
pour une partie des coefficients

) = tji(Al,Az,A3,A4)

exprimant la base d'Hermite par rapport & la base d'interpolation

de 1'élément générique élargi
44

v, = ) t.. uy i = 1(1)16.

Nous avons avantageusement remplacé ces calculs explicites par
un calcul numérique; il s'agit essentiellement de résoudre des
systémes d'équations linéaires [Q]s = ¢ dont la matrice est
triangulaire inférieure par blocs (voir paragraphe 8). Toute

la construction s'en trouve ainsi allégée.

La fonction de référence %10 (voir 6.2-3).

Dans la variante I-A, les 16 fonctions rationnelles par morceaux

ont été introduites ensemble, dans un méme bloc. Nous avions
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v
imposé & la fonction 0

) =0, 3=1(1)3,

les trois conditions supplémentaires

4

H.o. (%
15710

. .o = . Y . ~
ce qui conduisit & une fonction o nettement plus compliquée

que celle de la variante I-C.

La fonction de référence %13 (voir 6.2-4)

Dans la fonction %13 de la variante I-A, des singularités

d'ordre deux apparaissaient le long de certaines aré&tes, comme
par exemple, dans l'expression

x2(l—x-jy—z)2
(l—y~Z)2

Dans la variante I-C, ainsi d'ailleurs que dans la variante I-B,
toutes les singularités de toutes les fonctions sont d'ordre < 1
le long des arétes, comme, par exemple, dans l'expression

x2(l—x—y-z)
l-y-z

14

de méme, toutes les singularités aux sommets sont d'ordre < 4,
comme, par exemple, l'expression définie sur gl

x3(l—x—y-z)2(y—x)
2

y(1-2x=-2z) (1-x-2)

e = Y
considéré&e au sommet A4 .

6.6. Construction de la variante I-B.

La variante I-B différe de la variante I-C par les fonctions

Y . R .
de référence r et Au lieu de construire ces fonctions

T
l3]sl

par addition de termes correctifs, nous utilisons la variante II.

Y
10]51



. . v
L'évaluation de l'expression obtenue pour r comporte

10]8
1
un peu plus d'opérations arithmétiques que dans la variante I-C.

L'expression obtenue pour %l3|§ posséde une forme trés semblable
1
a celle de la variante I-C.

Les paramétres de référence.

. N . . Y
Aux points Cij , nous associons des vecteurs pointant vers Ai '

N = -4 L L, ool 4L oy oLl L1
11} 377 30T 30 Myn 3/7 37 300 My, 307 37
m,.:= ¢, (m..), 3§ =1,2,3, i= 1(1)4.

ij i1

Nous remplagons les paramétres ﬁi: de 6.1 par
vB Ny . .
Hij(w):= amij w(Cij), j=1,2,3, i = 1(1)4.

Ceci a pour effet de modifier la matrice D, (voir 6.3) qui devient

7

ol

diag o2 = (d d 2,d )

7 1171 13’ 21""’d43

V] R .
ol dij:= < SL(mij),mi >, 3 =1,2,3, 1i=1(1)4.

Y]
Construction de r

n i -
lO]Sl (voir 6.2-3). 1
X -gx
_ oy o 3 1
Soient Ll’ S —» Sl ’ Ll y = EX +y ’
z %x + z
-1 -3
VZ N V2 1
1
-1 1
Hai= ¢ Vo = — ’
3 3 3 /T
-3
-1 ) -3
Z L %)
0
Myi= ¢Zl Vg = = -3 .
V2



Nous partons de la fonction
a(x,y,z):= 3x2(l—x—y—z)

qui vérifie

(By—ax)a(x,y,z) -6x(l-x-y-2z),

y~x=0

(BZ—Bx)a(x,y,z) -6x(l-x-y=-2z).

z-x=0

Considérons les fonctions rationnelles de la variante II

(voir 5.2), spécialement les fonctions %gi( 3,Lll(...)) et
w1l sl (...)). En utilisant la formule 5.2-1,
4374771
VIT
(ay ax)w3l(v3,3x,—x+y,—x+z) B
y—-x=0
= {/7'3U %ii(/f-u3;...)} (z-x,1-x-y-2z,3x)
3 y—-x=0
= 6x(l—x—y—z);
(8 -9 )w (v ;3% ,-x+y,-x+2)
z—-x=0
3 nIT
= {81 0,-3)W11 (1/0,=35..) } (y-x,1-x-y~2, 3x) )
z=-x=0
= 6x(l-x-y-2).
En utilisant la formule 5.2-2,
NIT
(Bz—ax)w3l(v3,3x,—x+y,-x+z)
z-x=0
= {/2 3 %II(U ie..)}(z-%x,1-x-y-2,3x)
¢3 (V) 11773 2-x=0

I

12x (l-x-y-z), puisque /§¢;l(v4) = (2,0,-3);



VIT
(9 —Bx)w43(v4;3x,—x+y,—x+z)
Y y-—x:O

VIT .
= {3 -x, l-x-y-
{ (2’0,_3)wll(u4le4XIU4Y! )}(Y Xll X Y zl3x)
y-x=0

= 12x(l-x-y-2).
C'est pourquoi nous posons

N _ 1 AT . NIT . 1, -1

rlolgl.— a + 3 {w31(v3,...) + w43(v4,...); Ll ,

c'est-a-dire

% v (x,y,2) = 3x2(l—x—y—z)
1o|sl

1 ~vIT

+ 3 wll(l,O,—3;z—x,l—x—y-z,3x)
1 ~IT

+ 3 wll(l,O,—3;y—x,l—x—y—z,3x)

n
Construction de r v (voir 6.2-4).
13tsl

Nous posons

N NVIT -1
rl3]§l. w32(\)3,Ll (eee))y

c'est-3-dire

VIT
%,13|§’l (X,y,Z) = W32(—3,2,l;3x’_x+y,_x+z)

%II
12

%II
11

(1,0,-3;z-x,1-x-y~z,3x)

(0,-3,1;1-x-y-2,3x,2z-x)

2
(142x-y=-2) (1-2x-y)

= 9x2(z—x)2(l—x—y—z){

3(l-x-y-2z) (y—-x)
(y+z=-2x) (2x+y) (1-2x-2z) (1-3x) (1+x~-2)

(z-x) (2+x-2y-2z) _ x(2-3x-2y-2) 3!
1+x~z 1-3x

©
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§ 7 VARIANTE II, PROGRAMME.

7.1. Présentation générale de 1l'élément fini.

Une solution du probléme &élément fini 1.2 é été construite
au paragraphe 5 (variante II). Afin de rendre possible 1l'utili-
sation du programme FORTRAN sans avoir & étudier toute la con-
struction, nous décrivons ici, sans entrer dans les détails,
la forme des fonctions élément fini.

La solution VII est un sous-espace linéaire d'un espace
vectoriel de fonctions U dont on connait explicitement une base

v -1

{ui:= u, ° L 7; i = 1(1)28}.

La construction de VII a été effectuée en trois étapes.

7.1-1. L'élément de pseudo-référence.

. . . N
Nous introduisons un espace vectoriel U de base

{Hi: § —95m; i =1(1)28}.

Les 16 premiéres fonctions (bloc 1) sont des polyndmes de

Y Y]
degré § 3. L'espace engendré par {ul""'ulG} contient tous

les polyndmes de degré < 2. (Construction, voir 4.3 et 5.2.
Programme, voir PT1 et UT28.)
Les 12 dernidres fonctions (bloc 2) sont d'une forme ana-

n
logue a celle de u

~

17
’\] /'\l A A
Ul7(x,y,2) = Wll(lelUlylulzrerlz)

A

ro(x,y,Z) + M, rl(x,y,2) + uly rz(x,y,Z)

Il

~

+ oM, r3(x,y,2).

ol ro,rl,r2 et r3 sont des fonctions rationnelles et

ulx'“ly’”lz sont des nombres réels qui dépendent du tétra-

édre générique S considéré.



(Construction, voir 5.2. Programme; calcul de ulx’uly’ulz

voir ELEM@; évaluation des fonctions, voir REFCT, WT1ll et

UT28.)

Remarg ue.

n v}
Les dérivées des 28 fonctions Ujreeerlyg ont été calculées

sous forme analytique. Pour les fonctions rationnelles, nous
avons utilisé la formule

9, g 3, g : ‘
= p-p (——L 4+ ... + —=-Dj, 1
t dq---9, t d; q

ol t ER> et Prdyreeesd s pu— -

(Programme, voir DPT1 , DREFCT, DWT11l et DUT28.)

7.1-2. L'élément générique élargi.

Nous construisons un espace linéaire U dont la base est

N -1 _
{ui: S —R; u,:= u, L7, i-= 1(1)28}.

(Programme, voir U28.) Les dérivées de ces fonctions sont cal-
culées au moyen de la formule

O L) (P)=0, , u(L(P))

-1(v)

ol v GIR3, P €S et % est la partie linéaire de l'application

affine L. (Programme, voir DU28.)

On considére un isomorphisme d'espaces vectoriels
Q: U ——%]st

dont la matrice
[Q] = (Q (ul) P IQ(u28) )

est appelée matrice d'interpolation de 1'élément générique

élargi. Cette matrice est de la forme
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/
c)
1 .
-1 X
Dy :
1 X
-1 '
D, 0
o] = 1 :
-1 X
D3 s
T
7%
SoTTTTsTssto s EmEsmoT” S';-l.
Q D

oll Dl,Dz,D3,D4 sont des matricés 3x3,
D5 est une matrice diagonale 12x12
et Ql est une matrice 12x16.
(Construction, voir 5.3. Programme; initialisation de Dl""’DS

voir ELEM1l ; initialisation de Ql voir ELEM2; résolution de

[Q]s = ¢, voir FE2P28.)

7.1-3. L'élément fini, variante II.

La solution VII est un sous-espace linéaire de dimension 16 de U.

A l'aide d'une application linéaire El:]R16 ?FQJRlZ, nous défi-

nissons c
v o (veu; Jeemr!® ov= }
El c
= image de T
| 16
ol T:= Q : R — U.
El

(Construction, voir 2.8 et 5.4.)



Le probléme d'interpolation 1.2-(iii).

Pour 16 nombres réels donnés c trouver v € VII tel que

l’-..,cl6'

VIA) = Cyy3 v g VIBy) = Cyyp v
0y V(By) = cyy g v 9z VIBy) = ey s
i=1(1)4.
La solution s'exprime dans la base de U
28
v= ) s.u,.
3=1 J 3

Les coefficients sl,...,s sont obtenus en résolvant le systéme

28

d'équations linéaires

(Programme; calcul de s voir FE2P16; évaluation de v, voir FINT;

évaluation des dérivées directionnelles de v, voir DFINT.)

La base d'Hermite.

La base d'Hermite de VII

{Vi: S —R; i = 1(1)1l6}

est définie par les relations v, € VII,

I
o

viBy) =65 44-3 9% Vi(Ay)

i
o

8y vi(Aj) = 6i,4j—l Bz vi(Aj)

j=1(1)4, i=1(1)16.



100 7.2

Ces fonctions s'expriment dans la base de U

28
v, = } t,.u., i=1(1)1s,
jz1 3t 3
I
o (t,)= [r] = [0 S EEL
ji B,

(Programme; initialisation de [i], voir ELEM3; évaluation de
vi , i = 1(1)16, voir HERM; évaluation des dérivées direction-
nelles de vi , 1 =1(1)16, voir DHERM.)

7.2. Mode d'emploi du programme.

7.2-1. Les subroutines DECOMP et SOLVE.

Le programme 7.3 doit &tre complété 3 l'aide des deux subrou-
tines suivantes. La
SUBROUTINE DECOMP (NX,NN,A,SC,IPS,D)

effectue la décomposition de Gauss de la matrice A, avec choix
du pivot par lignes.
Entrées: NX dimension déclarée de la matrice A (NX,NX).

NN nombre de lignes de A.

A matrice carrée a décomposer.
Sorties: A matrice sous forme factorisée.

IPS vecteur contenant la nouvelle numérotation des

lignes de A, consécutive au choix des pivots.
D déterminant de A.

SC est un vecteur de travail.
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La
SUBROUTINE SOLVE (NX,NN,A,B,X,IPS)

résoud le systéme d'équations linéaires A*X = B oll A est sous
la forme décomposée de Gauss.
Entrées: NX dimension déclarée de A(NX,NX).

NN nombre de lignes de A.

A matrice carrée sous forme factorisée.

B membre de droite de l'équation.

IPS vecteur contenant la nouvelle numérotation des

lignes de A, consécutive au choix des pivots.

Sortie: X solution de l'équation.

7.2=2. Le probléme d'interpolation linéaire.

Afin d'éviter des calculs inutiles, nous organisons le travail
selon trois cycles imbriqués.

Le cycle extérieur porte sur les tétraédres. Chaque fois

que l'on considére un nouveau tétraédre, on doit appeler les
subroutines

ELEM@ (X1,Y1,z1, X2,Y2,Z2, X3,Y3,Z3, X4,Y4,24)

ELEM1

ELEM2
ot (X1,v1l,zl1), (X2,Y2,z22), (X3,¥3,Z3), (X4,Y4,Z4) sont les
sommets du tétraédre considéré.

Le cycle intermédiaire porte sur les valeurs des paramétres.

Chaque fois que 1l'on considére une nouvelle fonction d'interpola-
tion, on doit appeler la subroutine
FE2P16 (C,S)

ol C et S sont déclarés en dimension C(28) et S(28). A l'entrée,
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C(l),...,C(1l6) contiennent les valeurs des paramétres de 1'élé-
ment, dans l'ordre suivant
v(X1l,Y1l,Z1)
ax v(Xl,Yl,z21)
3. v(Xl,Yl,Z1)
Y
az v(X1l,Y1l,zZ1)
v(X2,Y2,Z2)

BZ v(X4,Y4,24).

A la sortie, S(1),...,5(28) contiennent les coefficients de la
fonction d'interpolation correspondante v € VI par rapport a la
base {ul,...,u28} de U (voir 7.1-2).

Le cycle intérieur porte sur les points du tétraé&dre.

Chaque fois que l'on veut évaluer la fonction v en un point
(PX,PY,PZ) du tétraédre, on appelle la fonction

FINT (PX,PY,PZ,S).
Chaque fois que l'on désire calculer la dérivée de v dans la
direction (TX,TY,TZ) au point (PX,PY,PZ), on appelle la fonction

DFINT (TX,TY,TZ,PX,PY,PZ,S).

Remargue.

Une partie des communications entre les sous-programmes se fait
au moyen d'un bloc commun nommé TETRAS. Ce bloc commun ne dépend
qgue du tétraédre considéré. Il est initialisé par les subroutines

ELEM@, ELEM1 et ELEM2. Il est utilisé par FE2P16, FINT et DFINT.
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7.2-3. La base d'Hermite.

Ce calcul est organisé selon deux cycles imbriqués.

Le cycle extérieur porte sur les tétraé&dres. Chaque fois

que l'on consid@re un nouveau tétraé&dre, on doit appeler les
subroutines

ELEM@ (X1,Y1,Z1, X2,Y2,z2, X3,Y3,23, X4,Y4,74)

ELEM1

ELEM2

ELEM3
ot (X1,Y1,zl), (X2,Y2,z2), (X3,Y3,Z3), (X4,Y4,z4) sont les
sommets du tétraédre.

Le cycle intérieur porte sur les points du tétraédre.

Chaque fois que 1l'on veut calculer la base d'Hermite en un
point (PX,PY,PZ) du tétraédre, on appelle la subroutine.

HERM (PX,PY,PZ,V)
oll V est déclaré en dimension 16. A la sortie, V(1),...,V(16)
contiennent les valeurs vl(PX,PY,PZ),...,le(PX,PY,PZ). Chaque

fois que 1l'on désire évaluer la dérivée des fonctions v.,...,V

1
dans la direction (TX,TY,TZ) au point (PX,PY,PZ), on appelle

16

la subroutine

DHERM (TX,TY,TZ, PX,PY,PZ, DV)
ol DV est déclaré en dimension 16. A la sortie, DV(l),...,DV(16)
contiennent les valeurs des dérivées directionnelles

Bt Vl(P),...,Bt VlG(P) ol t:= (TX,TY,TZ) et P:= (PX,PY,PZ).
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Remargue.

Une partie des communications entre les sous-programmes se

fait au moyen d'un bloc commun nommé TETRAS. Ce bloc commun
ne dépend que du tétraédre considéré. Il est initialisé par
les subroutines ELEM@, ELEMl1, ELEM2 et ELEM3. Il est utilisé

par HERM et DHERM.

7.3. Le programme FORTRAN.

Le programme suivant comprend 783 cartes, imprimées &

raison de 60 lignes par page.
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c*ttﬁ'iitﬁii.i*tQittttitt*i.tt'tﬁti'tt'fiﬁitt'it*t*ii*it"’tiﬁit*ittO*iﬁ
Citttii'Q*iitt.t*i'tti.*ii'*t#t".iti*"tfﬁi'.'*'I*Q.*t*t"i'titiiit.tﬁi
C'Qi*ﬁii*iﬁit.*tit'tﬁ*'*iﬁ**t0iQtttit"*iii*titt&ti'ﬁtﬁt"'i'tttt*ttt'tt

Cwwww "
Chwww "o
Cowwww ELEMENT FINTI TETRAEDRTIOQUE "k w
Cowwww Wk
Cowwww DE CLASSE Ci, DE DEGRE DEUX, A SEIZE PARAMETRES, "ok
Coeanw *hkok W
Coeww "o
Cwxww VARIANTE II, MARCEL DELEZE "W
Cwwwe INST, DE MATH, wwww
Conwe UNIVERSITE o
Cwwww 170@ FRIBOURG kkkw
Couww FEVRIER 1978, SWITZERLAND * ko
Codww kW

c.tiQ'ititﬁ*tt.it*t.t*ﬁtﬁ**i"iittﬁti"it*t.00ttitttt't't"'tt"'*'if*#!
ctt*iﬁ'itﬁitititiit"iOtit*itﬁ"tﬁttt'.ﬁttiittﬂt*'itt!ittiﬁ*t'i"i'*"*t

c----.---..-----------.-----.-------.----.--.---.---..-.--.-..------..--

c
c

Les programmes ont ét€¢ numérisés sous la forme de fichiers textes :

http://www.deleze.name/~marcel//maths/FORTR AN/index.html

RETURN

END
C---.---------.-.‘.-----‘---.--------------.---------.----.------.-----.
C

SUBROUTINE REFCT (WT,XT,YT,ZT, R®,R1,R2,R3)
c

c..-.-------.------.------------.---’-’-----.---.-.‘------.---------....
Cwwxwxw BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE PSEUDC-REFERENCE,
Cwwww VALEURS DES FONCTIONS RATIONNELLES R%, R1, R2 ET R3
Cewww AU POINT C(XT,YT,ZT). WT=] ,=XT=YT=ZT,
Ce#xew NOUS SUPPOSONS QUE LE POINT (XT,YT,ZT) NE SNIT PAS SITUE SUR
Cwxww UNE ARETE DU TETRAEDRE,

WENT

X=XT

YsYT

ZRZIT

ROB2  wXeYwY*ZwZ/((X*Y)*(X+2Z))

R OS2 wXwXWYOYNZwZwW/ ((WNEXI W (WaY)H (WHZ) (], =Y)*(1,=2Z))

RiISRe (wly = Y¥Zw(1,+X)/((1,=Y)*(1,=2)))

R2ER*Zw (2,¢X+Y)/(1,=2)

RIER*Yw (2, *X+2Z)/(1,.=Y)

RETURN

END
c'-.--‘---------.-------.-.--.------------------.--.-.--.---------.'----
c

FUNCTION WT11 (MUX,MUY,MUZ, WT,XT,YT,ZT)
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c
c-..”'ﬂ'-“W-ﬂ"-"-----—.---ﬂ’-ﬂ----------------ﬂ-ﬂ--.--'ﬂ----.------—----
Cwwww BASE D!'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE PSEUDO-REFERENCE,
Cwww+ VALEUR DE LA FONCTION RATIONNELLE WT(1,1,MU)
Cweww AU POINT (XT,YT,ZT) DU TETRAEDRE DE REFERENCE, WTEl,=XT=YT=ZT,
Cwews LA DIRECTION NORMALE DEPLACEE (MUX, MUY, MUZ) DEPEND DU TETRAEDRE
Ceswe GENERIGUE, NOUS SUPPOSONS QUE MUX+MUY+MUZ = 1,

REAL MUX,MUY,MUZ

DATA EPS /@,5E=@6/

WEWT

XEXT

Y=YT

Z527

IF (X,GT.EPS ,AND, Y,GT.EPS ,AND. Z.GT.EPS) GO TO 3@
Ce#w% DANS LES FACES 2, 3 ET 4, ON A

WT1120,0

RETURN

39 CONTINUE

IF (W,GT.EPS) GO TO 44
Cwwww A L'INTERIEUR DE LA FACE §, ON A

WT1122 *#XeYuYwZwZ/ ((X+Y) ¥ (X+Z))

RETURN

42 CONTINUE

Cwwwe A L'INTERIEUR DU TETRAEDRE, ON A

CALL REFCT(W,%,Y,Z,R@,R1,R2,R3)

WT118R@ + MUX%R1 + MUY®R2 + MUZ*R3

RETURN

END
C---'--—--------------------.----.---.-----.------.----‘------_-----‘-.-
c

SUBROUTINE UT28 (NFCT, XT,YT,ZT, UT)
c

CCF-----Q-------mlﬂ--ﬂ--------R--u---—-----’----n-u-.--Q-------q---.------
Ce#x% BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE PSEUDO-REFERENCE,
Cwww® VALEUR DE UT(1), .ees UT(NFCT) AU POINT (XT,YT,ZT) DU TETRAEDRE DE
Cwww+ REFERENCE,
Cwxx* NFCT PEUT PRENDRE LES VALEURS 16 OU 28,
Cewwwv LES DIRECTIONS NORMALES DEPLACEES MUX(I), MUY(I), MUZ(I), I=1(1)4,
Cexwv DEPENDENT DU TETRAEDRE GENERIQUE,
REAL LL, MUX,MUY,MUZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),
1 NX(4,3),NY(4,3),NZ(4,3), MUX(4),MUY(4),MUZ(4),
2 D(4,3,3),05(12),Q1(12,16), T(28,16), LL(3,3),IPERM(3)
DIMENSION UT(28)
NFCS=zNFCT
XLeXT
YLsYT
ZL=2T
WLElgmXb=YL=ZL
DO 92 I=1,4
Covnx BLOC 1. FONCTIONS NUMEROS t A 16,
IND=4#*]=3
UTCIND )aPTL(@,WL,XL,YL,ZL)
UTCIND*1)=PT1 (1, WL, XL,YL,ZL)
UT(IND+2)3PT1 (L, WL, YL,2L,XL)
UTCIND+3)=PT1 (1, WL, 2L, XL,YL)
IF (NFCS.LE,16) GO TO 8@
Cuwwn BLOC 2, FONCTIONS NUMEROS 17 A 28,
INDa3w]I+14
UTCIND )sSWTIL(MUX(CI),MUYCI),MUZ(I), WL, XL,YL,2Z0)
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UTCIND#L)=WTL1 (MUY (I),MUZCI), MUXCTI) WL, YL, 2L, XL)
UTCIND#+2)sWT11 (MUZCI),MUXCI) MUY (I WL, ZL XL, YL)
B0 CHeWL
WLeXL
xLeyl
YL=ZL
ZL.=CH
98 CONTINUE
RETURN
END

c--ﬂ----------'-Q---Q-.—-----'—'.---.-ﬂ’------.-’.---ﬂ----..--.-'-------

c

FUNCTION OPT1 (J, TX,TY,TZ, WT,XT,YT,2T)
C
c-.-w-------u---Q-----—-----uu---.--------------D-.--.-—-U----O-—'--‘---
Cexww BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE PSEUDO-REFERENCE,
Cwwxwwx DERIVEE LU POLYNOME DE DEGRE TROIS PT(1,J) DANS LA DIRECTION
Cwwww (TX,TY,TZ) AU POINT (XT,YT,IT).
Cewwe J PEUT PRENDRE LES VALEURS @ 0U 1, WT=1,=XT«YT=2T,
WaWT
X=xXT
Y=YT
=77
Ti=TX
T2=TY
T3s8T2
TOE=T1=T2«T3
IF (J) 10,108,111
16 PE2,»W w2 W (XWX+YNYSZHZeXaYeYRZHZHX)
OP 2«T@ = 2,%( Ti#(2,#X+Y+Z)+T2% (2, %Y+Z+X)+TIH (2, %wZ+X+Y) )
GO 10 2@
11 PeX*(WeB,5%(Y+Z))
DP =T0w#X + Tiw(W+2,5%(Y+Z2)) + (T2+T3)w0,5+X
20 DPT1=TawP + WxDP

RETURN

END .
c

SUBROUTINE DREFCT (TX,TY,TZ, WT,XT,YT,ZT, DR®,DR1,DR2,DR3)
c

-
c---F..—----.—------ﬂ--------.--—--------------u-----------.------------

Cwwww BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE PSEUDO-REFERENCE,
Cowww DERIVEES DES FONCTIONS RATIONNELLES RP, Ry, R2 ET R3J _
Cowew DANS LA DIRECTION (TX,TY,TZ) AU POINT (XT,YT,ZT), WT=] ,=XT=YT=2T,
Cxwx¥ NOUS SUPPOSONS QUE LE POINT (XT,YT,ZT) NE SOIT PAS SITUE SUR
Cwww® UNE ARETE DU TETRAEDRE,

WaiWT

X=X7

YayTv

2727

TisTX

T2=TY

73371

TORwTiaT2=T3
Cwxx% DERIVEE DE R@,

P 82, %X*¥Y¥YWZ¥Z

DP B2 wY*Zw (TLiwYuZ42 , vXWw(T2%Z+T3*Y))

Q s(X+Y)*(X*+Z)

DRO=(DP = Pw( (T1+T2)/(X+Y)+(T1+T3)/(X+2) ))/Q
Cwxwwx DERIVEE DE R,
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P B2 %Xk X*YrYNZWZwi
DP 2, wX*YWZWw( TORXHYNZH2 ¥ Ww (TIwY*ZHT2%XwZeTIwXwY) )
@ B(WeXIw(WeY) e (WeZIw (Ll ,~Y)W(1,=2)
R =P/Q
DR ®(DP = P*( (TO+T1)/ (W+X)+(TA+T2)/(W+Y)+(TO+T3)/ (W+2Z)
1 »T2/(1.=Y)=T3/(1.=2) ))/Q
Ceeww DERJVEE DE R1{,
P SRwYwZw(1l,+X)
DOP sDRwY*Za (1, %X) + Re( TiwYwZe(1,+X) ¥ (T24Z4T3wY) )
@ =(1,=Y)*(1,=2)
DRis=DR = (DP o Pw( =T2/(1,=Y)=T3/(1.=2) ))/0Q
Cw+x+ DERIVEE DE R2,
P sRwZw(2,*X+Y)
DP SDR&Z#(2,%X*Y) + Rw( (Tiw2,+T2)wZ+TI*(2,%X+Y) )
Q '1"2
OR2=(DP = Pw(=~T3/Q))/0Q
Cewwx DERIVEE DE R3,
P ®RwYw(2,%X+Z)
DP ZDRwYW(2,#X+Z) + Re( Yw(2,*T1+T3)+T24(2,%X*+Z) )

Q ‘1.-Y

DR3s(DP = Pw(»T2/Q))/Q

RETURN

END
c'ﬂ--'Pﬂ-n--—-wnv--n-nq-noounn----------------—-n-—--—-n—-—-----.-c-----
c

FUNCTION DWTL1 (TX,TY,TZ, MUX,MUY,MUZ, WT,XT,YT,ZT)
c

c.‘-.ﬂ-q--Q-q---ﬂ—--.--—---u--Qn---------'l.-----w"w.------------.--w---

Cewwx BASE DYINTERPOLATION DE L'ELEMENT DE PSEUDO-REFERENCE,
Ceww» DERIVEE DE LA FONCTION RATIONNELLE WT(1,1,Mu) DANS LA DIRECTION
Cwwww (TX,TY,TZ) AU POINT (XT,YT,2T) DU TETRAEDRE DE REFERENCE,
Cwune WTZ) wXTwYT=ZT,
Cewxv LA DIRECTION NORMALE DEPLACEE (MUX, MUY, MUZ) DEPEND DU TETRAEDRE
Cexww GENERIQUE, NOUS SUPPOSONS QUE MUX+MUY+MYZ = 1§,

REAL MUX,MUY,MUZ

DATA EPS /B,5E=06/

WEWT

XsXT

YsYT

827

IF (Y,GT.EPS ,AND, W+Y,GT,EPS ,AND,

1 Z.GTL.EPS ,AND, W+Z,GT,EPS) GO TO 3a
Cwwew DANS LES FACES 3 ET 4, ON A

DWT1i=0,9

RETURN

30 CONTINUE

TI=TX

T28TY

T3sTZ

IF (X,GT+EPS ,AND, W+X,GT,EPS) GO TO 42
Cwwww DANS LA FACE 2, ON A

DRT1122,%TiwYwZ

RETURN

40 COUNTINUE

Cewww A L'INTERIEUR DU TETRAEDRE ET A L'INTERIEUR DE LA FACE i, ON A

CALL DREFCT(T1,T2,T3,W,X,Y,Z,0DR2,DR1,DR2,DR3)

DWT118DR® + MUX*DR{ + MUY¥DR2 + MUZwDR3J

RETURN

END
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SUBROUTINE DUT28 (NFCT, TX,TY,TZ, XT,YT,ZT, DUT)

cO--—P.-ow---qu--—------n----w--q------u-------w------c------------------

Chwawn
CHxww
Cewwnw
Cuwaw
Cwikw
Chuww

Cukwd

Cowwnw

8@

80

BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE PSEUDO-REFERENCE,
DERIVEE DE UT(1)s eees UT(NFCT) DANS LA DIRECTION (TX, TY, TZ)
AU POINT (XT,YT,ZT) DU TETRAEDRE DE REFERENCE,
NFCT PEUT PRENDRE LES VALEURS 16 0OU 28,
LES DIRECTIONS NORMALES DEPLACEES MUX(I), MuUY(I), MUZ(I), I=1(1)4,
DEPENDENT DU TETRAEDRE GENERIQUFE,
REAL LL, MUX,MUY,MUZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),
NX(4,3),NY(4,3),N2(4,3), MUX(4),MUY(4),MUZ(4),
D(4,3,3),05(12),01(12,16), T(28,16), LL(3,3),IPERM(3)
DIMENSION DUT(28)
NFCS=aNFCT
XL=aXT
YLEYT
ZL=ZT
WESlamXL=mYL=ZL
Ti=sTX
T2=TY
T3sT2Z
TOz=TiaT2=T3
DO 92 1%}1,4
sLocC 1, FONCTIONS NUMERGOS 1 A 16,
INDz4*w3
PUTCIND )=DPT1(2,T1,7T2,T3,WL,XL,YL,ZL)
DUTCIND+L1)=DPTL(1,T3,T2,T3, WL XL,YL,2L)
DUTCIND+2)=DPT1(1,T2,7T3, T, WLoYLsZL,XL)
DUTCIND+3)=DPTL1(CL1,T3, 71,72, WLsZL,XL,YL)
IF (NFCS,LE,16) GO TO 8@
BLOC 2, FONCTIONS NUMEROS 17 A 28,
IND=s3®]I+14
PDUTCIND )=sDWTL1(TL,T2,T3,MUXCI) MUY (I),MUZCI) WL, XL,YL,2ZL)
DUTCIND+1)=DWTL1(T2,T3,TL,MUYCI),MUZ(I) , MUXCI) WL, YL 2L, XL)
DUTCIND+2)=DWTL1(T3,T1,T2,MUZ(I) ,MUX(CI) ,MUY(I) WL, ZL,XL,YL)
CHawWl,
wh=Xxl
XL=YL
YL=ZL
ZL=CH
CH=TQ
T0=T!
TiaT2
12873
T3=CH
CONTINUE
RETURN
END

c.p-qn---q---.u-----------u--q----—-—nu-------------u--n-'------------q-

c
c

SUBROUTINE ELEM® (X1,Y1,2%, X2,Y2,22, X3,Y3,23, X4,Y4,24)

Coexww
Conwn
CHruw
Cowwnw
Cwwww

ELEMENT GENERIQUE ELARGI,

INITIALISATIONS RELATIVES AU TETRAEDRE GENERIQUE,

ENTREES * Xi1,Y1,Z21, X2,Y2,Z2, X3,Y3,23, X4,Y4,Z4, SOMMETS DU
TETRAEDRE GENERIQUE,

SORTIES : TETRAS BLOC COMMUN PAR LEQUEL SE FONT LES SORTIES,
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Cwnnw
Cowwwn
Creuww
Coeww
Chnnw
Cordowrn
Cowwnw
Cwnwew
Cowww
Chudew
Cokwnw

(o X XX

Chwwr
Cohwnw
Canwnw

N -

LL PARTIE LINEAIRE DE L'APPLICATION AFFINE L,
FACTORISEE SELON LA METHODE DE GAUSS,

IPERM VECTEUR CONTENANT LA NOUVELLE NUMEROTATION DES

LIGNES DE LL, CONSECUTIVE AU CHOIX DES PIVOTS,

NXCI,Jd), NY(I,d), NZ(I,0), J=1,2,3, I=1(1)4, VECTEURS
PARALLELES A LA I«EME FACE ET NORMAUX AUX
ARETES DU TETRAEDRE,

MUX(I), MUY(I), MUZ(I), I=1(1)4, DIRECTIONS NORMALES
DEPLACEES, CHAGQUE VECTEUR A ETE MULTIPLIE PAR
UN SCALAIRE TEL QUE LE PRODUIT SATISFASSE
MUX(I) + MUY(I) +MUZ(I) = 1, I=1(1)4,

REAL LL, MUX,MUY,MUZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),

NX(4,3),NY(4,3),N2(4,3), MUX(4),MUY(4),MUZ(4),
D(4,3,3),D05(12),01(12,16), T(28,16), LL(3,3),IPERM(I)

DIMENSION GEN(3),REF(3)

X(1)=X1
Y(1)=Yl
2(1)=Z74
X(2)%x2
Y(2)=Y2
Z(2)=22
X(3)=X3
Y(3)=Y3
2(3)=23
X(4)%X4
Y(4)sY4
1(4)=74

PARTIE LINEAIRE DE L'APPLICATION AFFINE L,
LLC1,1)8X(2)=X(1)

LL(2,1)=Y(2)=Y (1)

LL(3,1)=2(2)=Z(1)

LL(1,2)EX(3)=X(1)

LL(2,2)BY(3)=Y (1)

LL(3,2)%Z2(3)=Z(1)

LL(1,3)8X(4)=X (1)

LL(2,3)8Y(4)=Y (1)

LL(3,3)=Z(4)=-2(1)

CALL DECOMP(3,3,LL,GEN,IPERM,DET)

VOL = ABS(DET)/6, EST LE VOLUME DU TETRAEDRE,
SI1 LE TETRAEDRE EST DEGENERE (VOL=@,), LA SUBROUTINE DECOMP
IMPRIME UN MESSAGE D'ERREUR,

DO 6@ 131'4

Chhnw

Cwwnwn

J=MOD(I,4)+1

KsMOD (J,4)+1

LEMOD(K,4) +}

VECTEUR NORMAL A LA I=EME FACE, PLACE DANS GEN,
GEN(1)=(Y(K)=Y(J))*(Z(L)=Z(J))=(Z(K)=Z(JY)* (Y (L)=Y(J))
GEN(2)8(Z(K)=Z(J))* (X (L)=X(J))=(X(K)=X(J)I*(Z(L)=ZC(J))
GEN(3) (X (K)=X(J))* (Y(LI=Y(J)) = (Y (KImY(J))*(X(LI=X(J))
VECTEURS PARALLELES A LA I-EME FACE ET NORMAUX AUX ARETES,
NX(T,1)8GEN(2) % (Z(L)=Z (K))=GEN(I)*(Y(L)~Y(K))
NY(I,4)5GEN(3)w (X (L)=X(K))=GEN(1)*(2Z(L)=Z(K))
NZ(I,3)RGENCLI» (Y (L) =Y (K)I=GEN(2)*(X(L)=X(K))
SESART(NX(I,1)ww2¢NY(I,1)ww2+¢NZ(I,1)ww2)
NX(I,1)sNX(I,1)/8

NY(I,1)=aNY(I,1)/8

NZ(I,1)8NZ(1,1)/S
NX(I,2)8GEN(2) % (Z(J)=Z(L))=GEN(3Iw(Y(J)=Y (L))
NY(I,2)=GEN(3)w(X(JI=X(L)I=GEN(1)*(Z(J)=Z(L))
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NZ(I,2)8GENCLI*(Y(J)=Y(L))=GEN(2)*(X(J)=X (L))
S2SQRT(NX (I, 2) #*2+4NY (1, 2) ##24NZ(1,2) %%2)
NX(I,2)=NX(I,2)/8
NY(I,2)3NY(I,2)/8
NZ(I,2)=NZ(I,2)/8
NXCI,3)8GEN(2)w (Z(K)=Z(J))=GEN(I)*(Y(K)=Y(J))
NY(I,3)8GEN(I)w(X(K)=X(J))=GEN(L)*(Z(K)=Z(J))
NZ(I,3)=GENCL)w(Y(K)=Y(J))=GEN(2)*(X(K)=X(J))
SESART(NXCI,3) w*2¢NY (I, 3) #%24NZ(I,3) #+2)
NX(I,3)sNX(I,3)/S
NY(I,3)=eNY(I,3)/S
NZ(I,3)®NZ(1,3)/8
DIRECTION NORMALE DEPLACEE RELATIVE A LA I=EME FACE,
CALL SOLVE (3,3,LL,GEN,REF,IPERM)
G0 TO (12,20,32,40), I
MUX (1) =REF (1)
MUY (1) sREF (2)
MUZ (1) ®REF (3)
GO TO 50
MUX (2) 3REF (2)
MUY (2) =REF (3)
MUZ (2) ==REF (1) =REF (2) =REF (3)
GO TO 50
MUX (3) sREF (3)
MUY (3) ==REF (1) =REF (2) =REF (3)
MUZ (3)SREF (1)
GO TO 50
MUX (4) ==REF (1) ~REF (2) =REF (3)
MUY (4) =sREF (1)
MUZ (4) =REF (2)
SaMUX (I)+MUY(I)+MUZ(])
MUX (1) 3MUX (1) /S
MUY (1) @MUY CI) /S
MUZ (I)=MUZ (1) /S
CONTINUE
RETURN
END

C"..'.---w--'--“ﬂ--'---'--—.”.-------------q--'--------------..-----.-n

SUBROUTINE U28 (NFCT, PX,PY,PZ, U)

c-'--.----,.--".---ﬂ-.'---.--"----.-------.-----'----'------‘-.-—.------

Cwhww
1@
20
30
42
50
68

C

C

Coewnw

Cwwen

Chddw

BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT GENERIQUE ELARGI,

VALEUR DE U(1), eess UCNFCT) AU POINT (PX, PY, PZ) DU TETRAEDRE,

NFCT PEUT PRENDRE LES VALEURS 16 OU 28,

REAL LL, MUX,MUY,MUZ, NX,NY,NZ

COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),Z(4),
NXC4,3) ,NY(4,3),NZ(C4,3), MUX(4),MUY(4),MUZ(4),
D(4,3,3),05(12),Q1(12,16), T(28,16), LL(3,3),IPERM(3)

DIMENSION U(28),GEN(3),REF (3)

DATA  NERR/B/, EPS/=1,E=03/

GEN(1)sPX=X (1)

GEN(2)sPY=Y (1)

GEN(3)=PZ=Z (1)

CALL SOLVE(3,3,LL,GEN,REF,IPERM)

XT=REF (1)

YT=REF (2)

ZT=REF (3)

IF (XT,GT,EPS ,AND, YT.GT,EPS ,AND, ZT.GT.EPS ,AND,

1,*XT=YT=ZT,GT,EPS) GO TO 20
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Cwxww LE POINT (PX, PY, PZ) EST A L'EXTERIEUR DU TETRAEDRE GENERIGUE,
, IF (NERR.LT,12) PRINT 10
180 FORMAT(10X,40Hwwx ERROR MESSAGE CALLED FROM U28 wrew ,10X,
1 334 THE POINT IS OUTSIDE THE ELEMENT )
NERR=ENERR=+]
2@ CONTINUE
Cwxww VALEURS DES FONCTIONS DE BASE,
CALL UT28(NFCT,xXT,YT,ZT,U)

RETURN

END
cu--nn---—----ﬂ------,-q-Q----—------—---------n-p--u---------u----w---.-
c

SUBROUTINE DuU28 (NFCT, VX,VY,vZ, PX,PY,PZ, DU)
c

Cwwww BASE DV'INTERPOLATION DE L'ELEMENT GENERIQUE FLARGI,
Cewww DERIVEE DE UC(C1), ,ee¢r UCNFCT) DANS LA DIRECTION (VX, VY, VZ)
Cwxww AU POINT (PX,PY,PZ) DU TETRAEDRE GENERIQUE,
Cexx® NFCT PEUT PRENDRE LES VALEURS 16 OU 28,
REAL LL, MUX,MUY,MUZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),
1 NX(C4,3),NY(4,3),N2(4,3), MUX(4),MUY(4),MUZ(4),
2 D(4,3,3),05(12),04(¢12,16), T(28,16), LL(3,3),IPERM(])
DIMENSION DU(28),GEN(3),REF(3)
DATA NERR/@/, EPS/=} E=~D3/
GEN(1)8VX
GEN(2)=VY
GEN(3)=vZ
CALL SOLVE(3,3,LL,GEN,REF,IPERM)
TXsREF (1)
TY=REF (2)
TZsREF (3)
GEN(1)=aPX=X(1)
GEN(2)=PY=Y (1)
GEN(3)sPZ=Z(1)
CALL SOLVE(3,3,LL,GEN,REF,IPERM)
XT=REF (1)
YTBREF (2)
ZTeREF (3)
IF (XT,GT.EPS ,AND, YT,GT.,EPS ,AND, 2T,GT_EPS ,AND,
1 1,»XT=YT=~ZT,GT,EPS) GO TO 2@
Cwwwx LE POINT (PX, PY, PZ) EST A L'EXTERIEUR DU TETRAEDRE GENERIQUE,
IF (NERR.LT,10) PRINT 10
1® FORMAT (10X, 40H»»«% ERROR MESSAGE CALLED FROM DU28 wiex ,10X,
i 33" THE POINT IS OUTSIDE THE ELEMENT )
NERRENERR+1
28 CONTINUE
Cwwwx DERIVEES DES FONCTIONS DE BASE,
CALL DUT2B(NFCT,Tx,TY,TZ,XT,YT,2T,0U)

RETURN

END
C---.’.---ﬂ------.-ﬂﬂ-.ﬂ-----ﬂ-----------------------------------.-----‘
c

SUBROUTINE ELEM]
c

c-ﬂ-'----....---'-------------------------—.--------------.-.------‘.---
Cewwe MATRICE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT GENERIQUE ELARGI,
Cowwv INITIALISATION DE L'INVERSE DES BLOCS DIAGONAUX DE LA MATRICE G,
REAL LL, MUX,MUY,MUZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),Z(4),



Cwwww

Chwwnw

N - N ==

N -
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NX(4,3),NY(4,3),NZ(4,3), MUX(4),MUY(4),MUZ(4),

D(4,3,3),D5(12),01(¢12,16), T(28,16), LL(3,3),IPERM(I)
D0 10 I=1,4

JaMOD(I,4)+1

KsMOD(J,4)+1

LEMOD(K,4)+]

INITIALISATION DE Di, D2, D3 QU D4,

DCI,1,1)8X(J)=X(I)

DCI,1,2)eY(J)=Y(I)

DC1,1,3)22(J)=Z2(1)

D(I,2,1)=X(K)=X(I)

D(I,2,2)sY(K)=Y(I)

D(I1,2+3)22(K)=Z2(1)

DCI,3,1)8XCL)~X(I)

DCI,3,2)3Y(L)=Y(I)

DCI,3,3)8Z(L)=Z(1)

INITIALISATION DE D5,

IND=a3w ]2

DSCIND  JaNX(I,1)#(2.#X(J)=X(K)=X(L))
SNY (I, 1) (2, %Y (J)=Y(K)=Y (L))
#NZ(I,1)%(2,%Z(J)=Z(K)=Z (L))

DS (IND#1)BNX(I,2) % (2, %X (K)=X(L)=X(J))
*NY(I,2) (2, %Y (K)=Y(L)=Y(J))
*NZ(L,2)*%(2,%Z(K)=Z(L)=Z(J))

DS(IND®2)8NX(I,3)w (2, #X(L)=X(J)=X(K))
*NY(I,3)%(2,wY(L)=Y(J)=Y(K))
*NZ(I,3)%(2,%Z(L)=Z(J)=Z(K))

12 CONTINUE

RETURN

c---------‘--.'---------'-”--'“-------_-.—-.----'----.-----------'-..-.-

c
c

SUBROUTINE ELEM2

c"..”'w.-,ﬂ—!.-—-.--ﬂ--------ﬂ--.ﬂ.-ﬂ---—-------”-.-------‘--—---.-----.

Cwwww MATRICE D'INTERPULATION DE LYELEMENT GENERIQUE ELARGI,
Cewww INITIALISATION DU BLOC Q1 DE Q,

10

1
2

REAL LLgs MUX,MUY,MUZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),

NXC4,3),NY(4,3),N2(4,3), MUX(4),MUY(4),MUZ(4),
D(4,3,3),05(12),01(12,16), T(28,16), LL(3,3),IPERM(3)

DIMENSION DU(28)
DO 40 Is=i,4

JsMOD(I,4)+1
KsMOD(J,4) +1
L=2MOD(K,4)+}
BXzQ, 5% (X(K)+X (L))
BY=R,O9«(Y(K)+Y (L))
BZ’Q-b*CZ(K)"’Z(L))
CALL DU28(15'NX(111)oNY(Ini)lNztloi)oBXrBYlBZpDU)
IND=3w]I=2
DO 1@ Ms=1,16
Q1 CIND,M)=DU(M)
CONTINUE
BXs@A, 5% (X(J)+X (L))
BYa@,5%(Y(J)+Y (L))
BZ=@,5%(Z(J)+Z (L))
CALL Du28(16,NX(I,2),NY(I,2),N2Z(I,2),BX,B8Y,BZ,DU)
IND2IND+Y
00 20 M=i1,16
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Q1 CIND,M)aDU (M)
20 CONTINUE
BXa@,d% (X(K)+X(J))
BY=2@,5% (Y (K)+Y(J))
BZ=@,5%« (Z(K)+Z(J))
CALL DuU28B(16,NXx(1,3),NY(I,3),NZ(I,3),BX,BY,BZ,DU)
IND=sIND+}
DO 3@ M=1,16
Q1 CIND,M)=DU(M)
30 CONTINUE
42 CONTINUE

RETURN

END
c"-ﬂ.”’.-ﬂﬂ-ﬂ'ﬂ-w.--.-ﬂ-.-------”.---..“.-.----ﬂ'---.--'-----.---'--“‘.-
c

SUBROUTINE FE2P28 (C, S)
9

cu'-.'-n--q-qnﬂ-.-q-.---.---O--—..--u----w---—.a-.---------—--—---.----Q.

Cwwwe ELEMENT GENERIGQUE ELARGI,
Cewwe ENTREES ¢ TETRAS BLOC COMMUN QUI DOIT AVOIR ETE PREALABLEMENT

Crwuw INITIALISE A L'AIDE DES SUBROUTINES ELEM®,
Cowww ELEM1 ET ELEM2,

Cowesw CC1)s eees C(28) VALEURS DES PARAMETRES DE L'ELEMENT,
Cx#ww SORTIES : S(1)) eees SC28) COORDONNEES DE LA FONCTION D'INTER=
Cwunw POLATION DANS LA BASE D'INTERPOLATION DE

Cwwnn L'ELEMENT GENERIGUE ELARGI,

Cwxww METHODE § RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE Q#S§ = C,
REAL LL, MUX,MUY,MUZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),Z2(4),
1 NX(4,3) NY(4,3),N2(4,3), MUX(4),MUY(4),MUZC(4),
e D(4,3,3),05(12),01(12,16), T(28,16), LL(3,3),IPERM(3)
DIMENSION C(28),S(28)
Cwwxw# CALCUL DE S(1), asas SC16),
Do 192 I=1,4
K24w]l=J
S(K)=C(K)
S(K+1)30(I,1,1)*C(K+1)4D(I,1,2)*C(K+2)+D(I,1,3)#C(K+3)
S(K+2)2D(1,2,1)*C(K+1)+D(I1,2,2)«C(K+2)+D(I1,2,3)%C(K+3)
S(K+3)=D(I,3,1)%C(K+1)+D(I,3,2)*C(K+2)+D(I,3,3)+C(K+3)
1@ CONTINUE
Cewws CALCUL DE SC17), ..er S(28),
DO 30 I=§,12
$I=9.9
DO 28 J=1,16
SIeSI+Q1(I,J)*S(J)
20 CONTINUE

KsI+16
S(K)=DS5(1)*(C(K)=SI)
38 CONTINUE
RETURN
END
cm---..------.------ﬂ--‘.------‘---------------'---------..--'---ﬂ.ﬂ-_-.
c
FUNCTION DINOD (VX,VY,VZ, M, C)
[

c”--'-.-.-------‘-------!-.--—----.--------.'q-------.-..----—.---—-'-.-

Cwxews ELEMENT FINI GENERIQUE, DE CLASSE Ci, DE DEGRE DEUX,

Cewsw A 16 PARAMETRES,

Cwe#ww DONNEES : M PEUT PRENDRE LES VALEURS 1, 2, 3 OU 4,

Chwwn C(4%M=2), C(4%M=1) ET C(4%M) DERIVEES PARTIELLES DX,
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Creww DY ET DZ AU SOMMET A(M),
Chwww (VX, VY, VZ) UN VECTEUR,
Cexww SORTIE ¢ DINOCD PDPERIVEE DANS LA DIRECTION (VX, VY, VZ2)
Cedwn AU SOMMET A (M),

DIMENSION C(28)

INDE4xM=2

DINODaVX*C(IND)+VY*C (IND+1)+VZ¥C (IND+2)

RETURN

END
cﬂﬂ",ﬂ'-----.-ﬂ-.----.--.-ﬂﬂ-.------'-—------------.-_-----------P---‘--
C

SUBROUTINE FE2P16 (C, S)
c
Cweww ELEMENT FINI GENERIQUE, DE CLASSE Ci, DE DEGRE DEUX,
Crwwew A 16 PARAMETRES,
Cwwww RESOLUTION DU PROBLEME D'INTERPOLATION,
Cewws ENTREES ¢ TETRAS BLOC COMMUN GUI DOIT AVOIR ETE PREALABLEMENT

Cuwne INITIALISE A L'AIDE DES SUBROUTINES ELEMG,
Cuwwe ELEMI ET ELEM2,

Conww CC1), weesr CC16) VALEURS DES PARAMETRES DE L'ELEMENT,
Cowwee SORTIES * S(1)s eeer S(28) COORDONNEES DE LA FONCTION D'INTER=
Cowwdrw POLATION DANS LA BASE D'INTERPOLATION DE

Cwwew L'ELEMENT GENERIQUE ELARGI,

Cwwww LES MEMOIRES C(17)) eeear C(28) SONT DES PLACES DE TRAVAIL,
REAL LL, MUX,MUY,MUZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),
1 NX(4,3) ,NY(4,3),NZC4,3), MUX(4),MUY(4),MUZC(4),
2 D(4,3,3),D05(12),01(12,16), T(28,16), LL(3,3),IPERM(3)
DIMENSION C(28),8(28)
Cwwwwe CALCUL DES PARAMETRES C(17),...,C(28),
DO 18 Isi,4
JEMOD(I,4)+1
KaMOD(J,4)+1
L3MOD(K,4) +1
IND=23*I+14
CCIND )=Q,5«(DINODCNXCI,1),NY(I,1),NZ(I,1),K,C)
i +DINOD(NXCI, 1) ,NY(I,1),N2(I,1),L,C))
CCIND+1)=0,5« (DINOD(NX(CI,2),NY(T,2),NZ2(I,2),L,0)
i +DINOD(NX(CI,2),NY(X,2),NZ(I,2),J,C))
C(IND*2)=@,5« (DINOD(NX(I,3),NY(I,3),N2(1,3),J,C)
i +DINOD(NX(CI,3),NY(T,3),N2(1,3),K,0))
1@ CONTINUE
Coweww CALCUL DES COORDONNEES S(1),e0.s,5(28),
CALL FE2P28(C,S)

RETURN

END
C‘--'w-------ﬂ'-“-‘-----‘-'--.----------..-----..----.-ﬂ-.---.----------
C

FUNCTION FINT (PX,PY,PZ, 8)
C

c.-.”..'.-“---'-.-----------.'------’--------------Q--------------.-w---

Cwwww ELEMENT FINI GENERIQUE, DE CLASSE C1, DE DEGRE DEUX,
Cwwws A 16 PARAMETRES,
Cwews DONNEES ! TETRAS BLOC COMMUN QUI DOIT AVOIR ETE PREALABLEMENT

Crwwwn INITIALISE A L'AIDE DE LA SUBROUTINE ELEM@,
Chwnw SC1)r aeer S(28), COORDONNEES DE LA FONCTION D'INTER=
Cwwww POLATION DANS LA BASE D'INTERPOLATION DE

Cowww L'ELEMENT GENERIQUE ELARGI,

Chenw (PX, PY, PZ) UN POINT DU TETRAEDRE GENERIQUE,
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Cweww SORTIE § FINT VALEUR DE LA FONCTION D'INTERPOLATION DE
Cwwwn COORDONNEES § AU POINT (PX, PY, PZ),

DIMENSION U(28),S(28)

CALL U28B(28,PX,PY,PZ,U)

V20,0

DO 1@ I=1,28

VaV+S (1) *U (D)
1@ CONTINUE

FINT=V

RETURN

END
c-'-.'—'----.--'.'--"-.-.---.--‘----.-------q---.---.------.---‘--—-'---
c

FUNCTION DFINT (VX,VY,VZ, PX,PY,PZ, $)
c

C-n----uu---n-----n..---..q-----'--pnn----..-.--Qn.ﬂ..---'------n.q-.n-‘
Cewww ELEMENT FINI GENERIQUE, DE CLASSE Ci, DE DEGRE DEUX,

Cwvew A 16 PARAMETRES,

Cweww DONNEES $ TETRAS BLOC COMMUN QUI DOIT AVOIR ETE PREALABLEMENT

Crwwe INITIALISE A L'AIDE DE LA SUBROUTINE ELEMa@,
Cweww SCL)s ewer S(28), COORDONNEES DE LA FONCTION D'INTER=
Cownw POLATION DANS LA BASE D'INTERPOLATION DE

Chuwwn L'ELEMENT GENERIQUE ELARGI,

Chuww (VX, VY, VZ) UN VECTEUR,

Chwwn (PX, PY, PZ) UN POINT DU TETRAEDRE GENERIQUE,

Cwwwx SORTIE : DFINT DERIVEE DF LA FONCTION Dt'INTERPOLATION DE
Chrawew COORDONNEES S DANS A DIRECTION (VX, VY, VZ)
Cwwnw AU POINT (PX,PY,PZ),

DIMENSION DU(28),5(28)
CALL DU2B(28,VX,VY,VZ,PX,PY,PZ,DU)
DV®D,0
DO 1@ I=1,28
DVEDV+S(I)*DUCT)
18 CONTINUE
DFINT=DV
RETURN
END
c”ﬂﬂg-.---.--..---.-------‘---------.-'-------ﬂ-.---.-----‘ﬂ.-.------—ﬂﬂ
c
SUBROUTINE ELEM3
c
C‘-ﬂ.-"--ﬂ---—-------.--.---ﬂ-------.----------‘--------...q--------—--
Cewwsw ELEMENT FINI GENERIQUE, DE CLASSE C1, DE DEGRE DEUX,
Cwews A 16 PARAMETRES,
Cxwew BASE D'HERMITE, INITIALISATION DE LA MATRICE T,
REAL LL, MUX,MUY,MUZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),
1 NX(4,3),NY(4,3),N2(4,3), MUX(4),MUY(4),MUZ(A),
2 D(4,3,3),05¢12),01(12,16), T(28,16), LL(3,3),IPERM(3I)
DIMENSION C(28), 5(28)
DATA C/28%0,0/
DO 30 I®1,16
Cwwwn CALCUL DES COEFFICIENTS T(1,I)y weer T(28,1) DU I=EME ELEMENT
Cuwww DE LA BASE D'HERMITE PAR RAPPORT A LA BASE D'INTERPOLATION DE
Cownw L'ELEMENT GENERIGUE ELARGI,
C(I)=1,0
CALL FE2P16(C,S)
DO 28 J=1,28
T(J,1)=S(d)
20 CONTINUE
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C(I)=0,a
32 CONTINUE

RETURN

END
c-H--'Qt--ﬂn.----—-----.-n----u-n-----q---nn---.------u-.--—----..—------
c

SUBROUTINE HERM (PX,PY,PZ, V)
c

c-”-.'q------ﬂ"---'-.-—----'-----------q--'---.---'-.--.----------------

Cwxww ELEMENT FINI GENERIGUE, DE CLASSE Ci, DE DEGRE DEUX,

Cwesw A 16 PARAMETRES,

Cevww BASE D'HERMITE,

Cewwew ENTREES ¢ TETRAS BLOC COMMUN QUI DOIT AVOIR ETE PREALABLEMENT

Cwwwe INITIALISE A L'AIDE DES SUBROUTINES ELEM@,
Chwnw ELEM1, ELEM2 ET ELEM3,

Crwuw (PX, PY, PZ) UN POINT DU TETRAEDRE GENERIQUE,

Cwwww SORTIES ¢ V(1), eses V(16) VALEURS DES 16 FONCTIONS DE LA BASE
Conww D'HERMITE AU POINT (PX, PY, P2),

REAL LL, MUX,MUY,MUZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),Z2(4),
i NX(4,3),NY(4,3),NZ2(4,3), MUX(4),MUY(4),MUZ(4),
2 0(4,3,3),05(12),01(12,16), T(28,16), LL(3,3),IPERM(3)
DIMENSION V(16), u(28)
CALL u28(28,PX,PY,PZ,U)
DO 22 Is1,16

SUM=20,8

DO 1@ J=1,28

SUMaSUM « T(J,I)»U(J)
10 CONTINUE

V(I)=SUM
20 CONTINUE

RETURN

END
c“'--...-ﬂ.---.ﬂ-----'-‘------'--'-'-------q-_----—------_--ﬂ-----ﬂﬂﬂ.---
c

SUBROUTINE DHERM (VX,VY,VZ, PX,PY,PZ, DV)
c

c"-----------'--_‘------'.-ﬂ-~-------------------'-------------------—--

Cwwww ELEMENT FINI GENERIQUE, DE CLASSE C3, DE DEGRE DEUX,
Cwwww A 16 PARAMETRES,
Cowwwx ENTREES ¢ TETRAS BLOC COMMUN QUI DOIT AVOIR ETE PREALABLEMENT

Chwww INITIALISE A L'AIDE DES SUBROUTINES ELEM®@,
Cowww ELEM1, ELEM2 ET ELEM3,

Cowwr (VX, VY, VZ) UN VECTEUR,

Chwew (PX, PY, PZ) UN POINT DU TETRAEDRE GENERIQUE,

Cwew® SORTIES 3 DV(1), .eer DV(16) DERIVEES DES 16 FONCTIONS DE LA
Chunw BASE D'HERMITE DANS LA DIRECTION (VX, VY, VZ)
Cuwnw AU POINT (PX, PY, PZ).

REAL LL, MUX,MUY,MUZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),
1 NX(4,3),NY(4,3),NZ(4,3), MUX(4),MUY(4),MUZ(4),
2 0(4,3,3),05(12),01(12,16), T(28,16), LL(3,3),IPERM(3)
DIMENSION DV(16), DU(28)
CALL DU28(28,VX,VY,VZ,PX,PY,PZ,DU)
DO 20 Is1,16

SUMap,.d

D0 198 J=1,28

SUM=aSUM + T(J,I)«DU(J)
10 CONTINUE
DV(I)sSUM
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20 CONTINUE
RETURN
END
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7.4. Tests numériques.

Nous avons procédé a des vérifications numériques du pro-
gramme précédent sur l'ordinateur CDC CYBER 73 de l'Ecole poly-
technique fé&dérale de Lausanne. Nous décrivons bri&vement les

tests effectués.

Remargue.

Nous utiliserons parfois les expressions "soit S un tétraédre",
"choisissons un point dans S", etc.. Pratiquement, les données
numériques & choisir librement ont &té introduites dans le cal-
cul au moyen d'un générateur de nombres pseudo-aléatoires. Les

tests ont été effectués plusieurs fois avec des données différentes.

Test 7.4-1.

» . - - r\J
Les fonctions rationnelles de référence u et leurs

v
eee,u
17 r728
fot oz . - . g . . 0
dérivées partielles possé&dent des indéterminations du type 0

- ’\J 1] - (]
le long des arétes de S. Dans le programme 7.3, ces indétermina-
tions ont é&té levées comme suit; nous avons écrit l'expression
analytique de la restriction de ces fonctions & certaines faces
de & et nous avons utilisé cette expression dans un e€-voisinage
de ces faces. Nous avons vérifié, par tabulation, la continuité

numérique du passage de l'expression analytique dans l'intérieur

de § a l'expression analytique pour le bord de 8.

Test 7.4-2.

Soit S un tétraddre. Nous avons vérifié que les paramétres de la

base d'Hermite {vl,...,v } de V possédent les valeurs voulues

16
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vilBhy) =8 443 9 Vi(By) =0

I
o

8y Vi(Aj) 61,4j—l Bz Vi(Aj)

i=1(1)16, 3j = 1(1)4.

Test 7.4-3.

Nous vérifions que tous les polyndmes de degré < 2 appartiennent

a v =yV(S). Soit {pl,...,plo} une base des polyndmes de degré < 2.
Pour i = 1(1)10, nous avons calculé les valeurs ci,l"
des 16 paramétres de p; i nous avons déterminé l'interpolant

IIp. de p, en résolvant un probléme d'interpolation; nous avons
i i

vérifié que (pi - Hpi) (P) = 0 pour des points P € S.

Test 7.4-4.

Désignons par Ti la i-éme face de S, perpendiculaire au vecteur

m, , i =1(1l)4. Nous vérifions que VYvev 3

i est un poly-

m, " |T,
i 171

ndme de degré ¢ 1 & deux variables. Soit (i,j,k,%2) un permutation

cyclique des nombres (1,2,3,4); on a Aj,A ;A€ Ti ; choisissons

k7R

16 valeurs de paramétres qui nous déterminent un v € V; choisis-
sons P e T, ,
1

P = bj Aj + bk Ak + bg AQ '

b. , b, , b >0, bj + bk + bl = 1;

calculons l'interpolant linéaire de Bm v dans Ti
i

Hl(amiv)(P) = bj amiV(Aj) + bk Bmiv(Ak) + bg BmiV(AZ);

nous avons vérifié& que

{Hﬁ(amlv) - am.v} (P) = 0.
i i
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Test 7.4-5.

Considérons une mosalque de deux tétraé&dres Sl et 52 possédant

une face commune T. En se donnant 4 valeurs de paramétres en

chacun des 5 sommets, nous déterminons vl € V(Sl) et Vo

En choisissant des points P € T, nous avons vérifié& que

e V(SZ)'

Vl(P) = VZ(P)' Bx Vl(P) = Bx VZ(P) '
ay vl(P) = By v2(P), 82 vl(P) = az VZ(P).
Test 7.4-6.

Soit S un tétraé&dre. En choisissant 4 valeurs de paramétres en
chacun des 4 sommets, nous déterminons un v € V. Nous vérifions
gue la solution v de ce probléme d'interpolation ne dépend pas
de la numérotation des sommets de S. Soient P € S et t €]R3;
calculons v(P) et Bt v(P) pour une numérotation Al’Az’A3’A4

des sommets; nous avons répété le calcul de v(P) et at v (P)

pour les 24 permutations des sommets de S.
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§ 8 VARIANTE I-C, PROGRAMME.

8.1. Présentation générale de 1'élément fini.

Une solution du probléme élément fini 1.2 a été construite
au paragraphe 6 (variante I~-C). Afin de rendre possible 1'utili-
sation du programme FORTRAN sans avoir 3 étudier toutela construc-
tion, nous décrivons ici, sans entrer dans les détails, la forme
des fonctions élément fini.

La solution VI est un sous-espace linéaire d'un espace
vectoriel de fonctions U dont on connait explicitement une base

" -1

{ui:= u, e L 7; i = 1(1)44}.

La construction de VI a été effectuée en trois étapes.

8.1-1. L'élément de ré&férence.

Nous introduisons un espace vectoriel B de base

W: 8§ —®; i=1(1)44},

Ces fonctions ne dépendent pas de 1'élément générique considéré.

Les 16 premiéres fonctions (bloc 1) sont des polyndmes de
degré < 3. L'espace engendré par {tl’°'°’al6} contient tous les
polyndmes de degré ¢ 2. (Construction, voir 4.3 et 6.2-1. Pro-
gramme, voir PT1 et UT44.)

Les 12 fonctions suivantes {317,...,328}(bloc 2) sont des
polyndmes par morceaux de degré £ 3. Le nombre de morceaux a
considérer est de 3 pour une fonction, de 8 pour une combinaison
linéaire de deux fonctions, et de 12 pour une coémbinaison liné-
aire quelconque. (Construction, voir 6.2-2. Programme, voir

WT1ll et UT44.)
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Les 16 fonctions restantes {329,...,3 } (bloc 3) et

32

4 4 } (bloc 4) sont des fonctions rationnelles par

Uggre=-rlyy

morceaux. Les morceaux & considérer sont les mémes que dans

{

le bloc 2. (Construction, voir 6.2-3 et 6.2-4. Programme;

bloc 3 voir ST1@, RT1@, UT44; bloc 4 voir ST13, RT13 et UT44.)

Remargue.

P . v 2, = P
Les dérivées des 44 fonctions u ont été calculées

ny
170Uy

sous forme analytique. Pour les fonctions rationnelles, nous

avons utilisé la formule

— P - -
¢ qq---q_ toyp =

oll t GIR3 et pydys--./q s g —R.

(Programme, voir DPT1, DWT1l, DST1@, DRT1@, DST13, DRT13, DUT44.)

8.1-2. L'élément générique élargi.

Nous construisons un espace linéaire U de base

{ui: S —MR; u,:= tio L-l, i = 1(1)44}.

(Programme, voir U44.) Les dérivées de ces fonctions sont cal-
culées au moyen de la formule

b, (et ™ (@) =8 _ ¥ @l

ol v €]R3, P € S et ¢ est la partie linéaire de l'application
affine L. (Programme, voir DU44.)
On considére un isomorphisme d'espaces vectoriels

Q: U ~——9]R44

dont la matrice

[Q] = (@up),..erQu,,))
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est appelée matrice d'interpolation de 1'élément générique

élargi. Cette matrice est de la forme

. ]
=1
Dy
1
-1 0
P,
1
_ -1
[o] = D,
1
-1
Dy
-1
Ql D5
-1
9 Dg
Q4 pt
7
ol Dl,D2,D3,D4 sont des matrices 3x3,

D5 et D7 sont des matrices diagonales 12x12,
D6 est diagonale 4x4,
Ql est une matrice 12x16,

Q2 est une matrice 4x28
et Q3 est une matrice 12x32.

(Construction, voir 6.3. Programme, initialisation de D.,...,D

l'

voir ELEMl; initialisation de Ql’QZ'Q3 voir ELEM2; résolution

7

de [Q]s = ¢, voir FE2P44.)

8.1-3. L'élément fini, variante I-C.

. I P . .
La solution V° est un sous—-espace linéaire de dimension 16 de U.

A l'aide d'une application linéaire E ZRlG ——$]R28, nous dé-

l:

finissons
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C
vi = (veu; Je e ' Qv = }
E, C
= image de T
I
-1 16 16
ol T:= Q : IR — U.
By

(Construction, voir 2.8 et 6.4.)

Le probléme d'interpolation 1.2-(iii).

trouver v € VI tel que

Pour 16 nombres réels donnés Cl""'C16’
VIRj) = Cyygr B VIBy) = cyyp
8, V(B) =cyy o B, VIR =y
i=1(1)4.

La solution s'exprime dans la base de U

Les coefficients sl,...,s sont obtenus en résolvant le systéme

44

d'équations linéaires

[o]= - -
El c
(Programme; calcul de s voir FE2Pl6; évaluation de v, voir

FINT; évaluation des dérivées directionnelles de v, voir DFINT.)

La base d'Hermite.

La base d'Hermite de VI

{Vi: S —IR; i = 1(1)1l6}

est définie par les relations v, € VI,
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V.(Aj) = ¢ Bx Vi(Aj) =34

3 .(A.) = 6§ 3_ Vv, (A.,) =6,
v Vl( J) ( J)

j = 1(1)4, i = 1(1)1l6.

Ces fonctions s'expriment dans la base de U

44
v, = ) t., u., , i=1(1)1e,
iy 313
I16
od  (t..) = [T] = [Q -1
ji
By

(Programme; initialisation de [T], voir ELEM3; évaluation de
vi , 1 = 1(1)l6, voir HERM; évaluation des dérivées direction-

nelles de vi , i = 1(1)16, voir DHERM.)

8.2. Mode d'emploi du programme.

8.2-1. Les subroutines DECOMP et SOLVE,

Le programme 8.3 doit é&tre complété & l'aide des deux sub-
routines suivantes. La
SUBROUTINE DECOMP (NX,NN,A,SC,IPS,D)
effectue la décomposition de Gauss de la matrice A, avec choix
du pivot par lignes.
Entrées: NX dimension dé&clarée de la matrice A (NX,NX).
NN nombre de lignes de A.
A matrice carrée & décomposer.
Sorties: A matrice sous forme factorisée.
IPS vecteur contenant la nouvelle numérotation des
lignes de A, consécutive au choix des pivots.

D déterminant de A.
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SC est un vecteur de travail.
La
SUBROUTINE SOLVE (NX,NN,A,B,X,IPS)

résoud le systéme d'équations linéaires AxX = B oli A est sous
la forme décomposée de Gauss.
Entrées: NX dimension déclarée de A(NX,NX).

NN nombre de lignes de A.

A matrice carrée sous forme factorisée.

B membre de droite de 1l'équation.

IPS vecteur contenant la nouvelle numérotation des

lignes de A, consécutive au choix des pivots.

Sortie: X solution de 1'équation.

8.2-2. Le probléme d'interpolation linéaire.

Afin d'éviter des calculs inutiles, nous organisons le travail

selon trois cycles imbriqués.

Le cycle extérieur porte sur les tétra&dres. Chaque fois

que l'on considére un nouveau tétrad&dre, on doit appeler les
subroutines

ELEM§ (X1,Y1,Z1, X2,Y2,%2, X3,Y3,Z3, X4,Y4,74)

ELEM1

ELEMZ2

ou (X1,Y1,zl), (X2,Y2,Z2), (X3,Y3,23), (X4,Y4,7Z4) sont les

sommets du tétraédre considéré.

Le cycle intermédiaire porte sur les valeurs desparamdtres.

Chaque fois que l'on consid@re une nouvelle fonction d'interpo-
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lation, on doit appeler la subroutine

FE2P16 (C,S)
ol C et S sont déclarés en dimension C(44) et S(44). A l'entrée,
C(l),...,C(1l6) contiennent les valeurs des paramétres de 1'élé-

ment, dans 1l'ordre suivant

v(X1l,Yl,721)
9. v(X1,Y1l,Z1)
9 v(X1l,Y1l,z1)
9 v(X1l,Y1l,zl1)
v(X2,Y2,22)
BZ v(X4,Y4,724).
A la sortie, S(l),...,S(44) contiennent les coefficients de la
fonction d'interpolation correspondante v € VI par rapport a
la base {ul,...,u44} de U (voir 8.1-2).

Le cycle intérieur porte sur les points du tétraé&dre.

Chaque fois que l'on veut évaluer la fonction v en un point
(PX,PY,PZ) du tétraé&dre, on appelle la fonction

FINT (PX,PY,PZ,S).
Chaque fois que l'on désire calculer la dérivée de v dans la
direction (TX,TY,TZ) au point (PX,PY,PZ), on appelle la fonction

DFINT (TX,TY,TZ, PX,PY,PZ,S).

Remargue.

Une partie des communications entre les sous—-programmes se fait

au moyen d'un bloc commun nommé TETRAS. Ce bloc commun ne dépend
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quedu tétraédre considéré. Il est initialisé par les subroutines
ELEM@, ELEM1 et ELEM2. Il est utilisé par FE2Pl6, FINT et

DFINT.

8.2-3. La base d'Hermite

Ce calcul est organisé selon deux cycles imbriqués.

Le cycle extérieur porte sur les tétraédres. Chaque fois

que l'on considére un nouveau tétraédre, on doit appeler les
subroutines

ELEM@ (X1,Y1,21, X2,Y2,Z2, X3,Y3,Z3, X4,Y4,24)

ELEM]1

ELEM2

ELEM3
od (X1,Y1l,zl), (X2,Y2,z2), (X3,Y3,zZ3), (X4,Y4,z4) sont les
sommets du tétraédre.

Le cycle intérieur porte sur les points du tétraédre.

Chaque fois que l'on veut calculer la base d'Hermite en un
point (PX,PY,PZ) du tétraédre, on appelle la subroutine

HERM (PX,PY,PZ, V)
oli V est déclaré en dimension 16. A la sortie, V(1),...,V(1l6)
contiennent les valeurs vl(PX,PY,PZ),...,vl6(PX,PY,PZ). Chaque
fois que 1'on désire évaluer la dérivée des fonctions vl,...,v16
dans la direction (TX,TY,TZ) au point (PX,PY,PZ), on appelle la
subroutine

DHERM (TX,TY,TZ, PX,PY,PZ, DV)
ol DV est déclaré en dimension 16. A la sortie, DV(1l),...,DV(16)

contiennent les valeurs des dérivées directionnelles
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3 Vl(P),...,B (Pp) ot t:= (TX,TY,TZ) et P:= (PX,PY,PZ).

t t V16

Remarque.

Une partie des communications entre les sous-programmes se fait
au moyen d'un bloc commun nommé TETRAS. Ce bloc commun ne dé-
pend que du tétraédre considéré. Il est initialisé par les sub-
routines ELEM@, ELEM1l , ELEM2 et ELEM3. Il est utilisé& par

HERM et DHERM.

8.3. Le programme FORTRAN.

Le programme suivant comprend 1124 cartes, imprimées a

raison de 60 lignes par page.
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o L Y R T R R Y 2R R R R R R R R 22223222222 2222222222222
o R R R 2 2 2222 2 22222332 222232123 122221211 S
thﬁiﬁi.tﬁit't.itiiiii'tt'ttit*titt't*ﬁifitt'tt'tﬁi**itti'iiti.*ttii""

Chkww
Cevww
Conwsw ELEMENT
Cwwwn
Creer DE CLASSE C§,
Chwwwn
Cheww
Cruww VARIANTE I=C,
Cowwww
Conww
Chrwww
Cwwww FEVRIER 1978,
Cwwww

FINI

DE DEGRE DEUX,

TETRAEDRTIOAQUE

A SEIZE PARAMETRES,

MARCEL DELEZE
INST, DE MATH,
UNIVERSITE
1702 FRIBOURG
SWITZERLAND

Wk
ko
LA A2
LA A R
ok
LA A &
LA B A3
"ok
ok w
*okh
"ok
ok W
kW

R A LR R R R R R R R AR R R R R 2222222 223222222z
S R R e R R AR R R R 2 AR AR R 2 2222222222222 2222X222

c---..----.--.---‘--.---------.------------.-------.-..--.----.-----..--

c

Les programmes ont ét€¢ numérisés sous la forme de fichiers textes :

http://www.deleze.name/~marcel//maths/FORTR AN/index.html

+2))

C-----.-----.-.----.--.----.-----------.-.--------.--------------.---‘--

RETURN
11 PTisXwWw(WeD S (Y
RETURN
END
C
FUNCTION WT11 (NWT
c

1 XTPYT,2T)

c-.-----------.---------.-.-----------..------.----.-.----------.-----..

Ceeww BASE DV'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE REFERENCE,

Cwwww VALEUR DU POLYNOME PAR MORCEAUX WT(1,1) AU POINT (XT,YT,ZT),

Cwwww WT EST INACTIF,
X=XT
Y=yT
Zaz71
IF (X,GE,Y ,AND,
IF (X,GE.Z AND,
Ces+w MORCEAU 1,

Z,GE,Y) GO TO 29
Y.GE,Z) GO TO 3@

WTL11eXw( 2, o¢XwX/3 , mXwYuXoZs2, Y2 )

RETURN
Cewxx MORCEAU 2,
20 WT1lsyYwY®( Z=Y/3,
RETURN
Cwxw» MORCEAU 3,
30 WT11=ZwZw( Y=Z/3,
RETURN
END

)

)

c-..------.-.-----------.-.--.--------.-----------------------.--.------



c
c

132 8.3

FUNCTION ST1@ (WT,XT,YT,ZT)

Chwnw
Coenww
Chwvwew
Cowew
Cownnw

Cweaw

10
Corwww

BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE REFERENCE,

VALEUR DE LA FONCTION RATIONNELLE RT(1,3), RESTREINTE AU
MORCEAU 1, AU POINT (XT,YT,IT). WT=1,=XT=yYTeZT,

NOUS SUPPOSONS QUE LE POINT (XT,YT,ZT) NE SQOIT PAS SITUE SUR
UNE DES CING ARETES DU MORCEAU § APPARTENANT AU BORD DU TETRAEDRE,
DATA EPS/0,5E=B6/

WEWT

X=XT

y=vyYy

=27

YMX=2YeX

IMX&EZmX

IF (YMX,GT,EPS ,0R, ZMX,GT.EPS) GO TO 1@

SUR LA DROITE XsY=Z, ON A

ST1033, #X*XwW

RETURN

CONTINUE

DANS LE RESTE DU MORCEAU 1, ON A

VARS=XaN®( 3,/(1,=3,%X) « 2,/(Y+ZMX) )

VARB=YMX*ZMX*( G, #Xw2 ,¥Wm3 ,+VAR )

VARSVAR® [ ZMX/ (YW (W+YMX) ) YMX/ (Z* (W*ZMX)) )/ CYMX4ZMX)
VARZWW ( 2, % (YMX+ZMX)+*VAR )/ ((1.=3. X)W (Y+ZMX))
STLQEXwX*W* (3,+VAR)

RETURN

END

c
c

FUNCTION RT1@ (WT,XT,YT,2ZT)

Cﬂ,-nu.--w--------------u-----------------q-------q--n--------.--F------

Cowwn
Cowww
Corw

Crwnw

50
Cwwww

100

Chwwnw

200
Cowww

BASE DVINTERPOLATION DE L'ELEMENT DE REFERENCE,
VALEUR DE LA FONCTION RATIONNELLE PAR MORCEAUX RT(1,2) AU POINT
(XT,YT,ZT) DU TETRAEDRE DE REFERENCE, NT=1,=XTeYT=ZT,
DATA EPS/0,5E=R6/
NEWT
XexXT
Y=YT
=77
IF (X.,GT.EPS ,AND, Y,GT,EPS _AND,
Z,GT.EPS ,AND, W,GT,EPS ) GO TO 5@
SUR LE BORD DU TETRAEDRE, ON A
RT10=0,0
RETURN
CONTINUE
A L'INTERIEUR DU TETRAEDRE, ON A
IF (X.GT.Y <AND, Z,GE,Y) GO TO 202
IF (X,GE«Z +AND, Y.GE,Z) GO TO 300
CONTINUE
MORCEAU 1,
RT1Q=STI0(NW,X,Y,2)
RETURN
CONTINUE
MORCEAU 2,
CHeX
Xey
Y=CH
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G0 70 100
380 CONTINUE
Cwesw MORCEAU 3,
CH=X
XsZ
Z=CH
GO 7O 100
END
(B T e T T R e L L L L T e N L L L LT T P
c
FUNCTION ST13 (WT,XT,YT,ZIT)
c
c.ﬂﬂﬂﬂ—-.-,---ﬁ-----—w---ﬂ--.-------------—Q-----------—--www.-'-.--Q-U--
Cewww BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE REFERENCE,
Cwwww VALEUR DE LA FONCTION RATIONNELLE RT(1,3), RESTREINTE AU
Cewwx MORCEAU 1, AU POINT (XT,YT,ZIT). WT&1,=XT=YT=2T,
Cewww NOUS SUPPOSONS QUE LE POINT (XT,YT,ZT) NE SOIT PAS SITUE SUR
Cewwe UNE DES CINQ ARETES DU MORCEAU § APPARTENANT AU BORD DU TETRAEDRE,
DATA EPS/0,5E=06/
WEWT
XsXT
Y=YT
877
YMX2Y=X
IMX=Z=X
IF (YMX.GTL,EPS ,0R, ZMX,GT,EPS) GO TO 12
Cwswv SUR LA DROITE XsY=Z, ON A
$T13s0,0
RETURN
10 CONTINUE
Cwwwe DANS LE RESTE DU MORCEAU §{, ON A
VARg1|/(1.,3Q*x) - 1./(”**)
VARB=4 #X ¢ 2,%Z + X#ZMXwVAR
VARBWwYMX*VAR /( Y*(YMX®ZMX) ¥ (W+YMX)# (WeY)w (1,=3,%X) )
VAREVAR + 2,/( (W+X) ¥ (W+ZMX) )
§T1322,wX*XwZMXwZMX*W#VAR

RETURN

END
c.'-’”ﬂ---'--_---'----ﬂ-'-ﬂ.ﬂ.------------.--”.'ﬂ---‘---.--------'------
c

FUNCTION RT13 (WT,XT,YT,ZT)
c

Cewws BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE REFERENCE,
Cewxww VALEUR DE LA FONCTION RATIONNELLE PAR MORCEAUX RT(1,3) AU
Cowwex POINT (XT,YT,ZIT). WTE]l,»XT=YT=ZT,

DATA EPS/Q,5E=06/

WEWT

X=XT

YsYT

2327

IF (X.GEeZ ,AND, YL.GE,Z) GO TO 300

IF (X,GT.EPS ,AND, Y,GT,EPS ,AND,

1 Z,6T,EPS ,AND, W,GT,EPS ) GO TO 5@
Cwes+ SUR LE BORD DU TETRAEDRE, ON A

RT13=20,0

RETURN

50 CONTINUE

Cwwww A LVINTERIEUR DU TETRAEDRE, ON A

IF (X,GE.Y ,AND, Z,GE,Y) GO TO 2292
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10@ CONTINUE
Cowww MORCEAU 1.
RT138ST13(W,X,Y,2)
RETURN
200 CONTINUE
Cwww+ MORCEAU 2,
CHaX
X=y
YaCH
GO TO 120
300 CONTINUE
Cwwew MORCEAU 3,

RT13=0,0

RETURN

END
C-Qunann-nnnnawn-------luc-—uﬂ----u---------p---------u----------------n-
c

SUBROUTINE UT44 (NFCT, XT,YT,ZT, UT)
c

Cexww BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE REFERENCE,
Cewww VALEUR DE UTC(1), oae ¢ UT(NFCT) AU POINT (XT,YT,2T) DU TETRAEDRE
Cwwww DE REFERENCE,
Cxxwv NFCT PEUT PRENDRE LES VALEURS 16, 28, 32 QU 44,
DIMENSION UT(44)
NENFCT
XsXT
YRYT
=717
LESWE DT LY
00 20 I=}1,4
Codww B8LOC 1, FONCTIONS NUMERO § A 16,
INDz4+] = 3
UTCIND )=PT1(Q,W,X,Y,D)
UTCIND#1)=PT1(1,W,X,Y,2)
UTCIND+2)2PTLC(L,W,Y,Z,X)
UT(IND+3)=PTL(L,W,Z,X,Y)
IF (N.LE,16) GO TO 1@
Crwwe 8LOC 2, FONCTIONS NUMERO 17 A 28,
IND=3wI+14
UTCIND )=WT11(W,X,Y,2)
UTCIND*L)=WTL1(W,Y,Z,X)
UTCIND+2)3WTLL(W,Z,X,Y)
IF (N.LE.28) GO TO 12
Cowwew BLOC 3, FONCTIONS NUMERO 29 A 32,
UT(1+28 )eRT1O(W,X,Y,2)
IF (N,LEL32) GO TO 10
Cwhww BLOC 4, FONCTIONS NUMERD 33 A 44,
IND=3*I+30
UTCIND JaRTL3I(W,Y,Z,X)
UTC(IND#1)=RTL3(NW,Z,X,Y)
UTCIND+2)2RT13(W,X,Y,2)
192 CH=W
WX
XsYy
Y=Z
Z3CH
20 CONTINUE
RETURN
END
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c
FUNCTION DPTY (J, TX,TY,TZ, WT,XT,YT,ZT)
c
c-'-”-.------..--.----'-.-.---ﬂ_'-----------------------'--ﬂﬂ'----’-----.
Cewex BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE REFERENCE,
Cewex DERIVEE DU POLYNOME DE DEGRE TROIS PT(1,J) DANS LA DIRECTION
Cewew (TX,TY,TZ) AU POINT (XT,YT,2T7).
Cewex J PEUT PRENDRE LES VALEURS 8 0U 1, WT=i,=XT=YT=ZT,
WEWT
XEXT
Ysyv
=77
TimTX
12=TY
(3872
ToR=T1=T2=T3
IF (J) 10,102,11
10 P®2 .=} w2t (XX YWY+ ZwZ XYY 2T 47 %))
D? 2aT@ = 2,%( TIw(2,#X+Y+Z)+T2u (2, ¥YSZeX)+TI# (2, 4Z+X+Y) )
G} TO 20
11 Pa)w(WeR,5%(Y+2Z))
DP BTOeX + Tik(W+@B 5% (Y+Z)) + (T2+T3)IwD,BuX%
20 DPT1sTQ*P + W«DP

RETURN

EN)
C

FUNCTION DWT11 (TX,TY,TZ, WT,XT,YT,ZIT)
c

c--wu----q---n--------n----—---p-----.----n-—-----w-----------------——a-

Cewww BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE REFERENCE,
Cwsww DERIVEE DU POLYNOME PAR MORCEAUX WT(1,1) DANS LA DIRECTION
Cwwww (TX,TY,TZ) AU POINT (XT,YT,ZT).
Cwenx WT EST INACTIF,
XsXT
Y=YT
YA YA
IF (X,GE.Y .AND, Z,GE,Y) GO TO 29
IF (X,GEsZ +AND, Y,GE,Z) GO TO 3@
Cewwx MORCE4y 1,
OWNTLIm2 *#TX* (XK (XmYmZ)eYHZ) + Xu(TYNR(2,%ZmX)*TZH(2,%YmX))
RETURN
Cwxwe MORCEAU 2.
20 DAT11sY R (TYN(2,%Z=Y) + TZwY)
RETURN
Cewwx MORCEAU 3,
30 DHTL1aZ#(TY*Z + TZw(2,%YmZ))

RETURN
END
c-.-.“--.ﬂﬂ--ﬂ---.-----------'--.-—-----.-.---‘-—----‘-.----------—---.-
C
FUNCTION OST18 (TX,TY,TZ, WT,XT,YT,ZT)
c

Cewew BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE REFERENCE,

Cewvww DERIVEE DE LA FONCTION RATIONNELLE RT(1,@), RESTREINTE AU
Cwwww MORCEAU 1, DANS LA DIRECTION (TX,TY,TZ) AU POINT (XT,YT,ZT).
Conwd WTR] ,mXTmYT=ZT,

Cex¥% NOUS SUPPOSONS QUE LE POINT (XT,YT,ZT) NE SOIT PAS SITUE SUR
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Cwwev UNE DES CINQ@ ARETES DU MORCEAU 1 APPARTENANT AU BORD DU TETRAEDRE,
DATA EPS/0,5E=Q6/
WawT
XaxXT
YEYT
377
YMXZY=X
IMX3L=X
Ti=TX
T2=TY
T3sTZ
TOamT1=T2=T3
IF (YMX,GT,ERS ,O0R, ZMX,GT.EPS) GO TO 10
Cwwww SUR LA DROITE XsY=sZ, LA VALEUR ET LA DERIVEE DE C SONT NULLES,
Vi=d,0
Dvi=o,.0
GO 10 20
12 CONTINUE
Cewxw% DANS LE RESTE DU MORCEAU 1, ON A
Ceww* VALEUR ET DERIVEE DE A (PLACEES DANS Vi, DV1),
P aXwy
DP 3TiwW + TawX
Vi EmPw( snftln”sq'x’ + 2./(Y"'Z“X) )
DV1Ra3 , w(DP = Pw( «3,%T1/(1,=3,%X) ))/(1.=3,¥%X)
i w2, w(DP = Pw( (T2+T3=T1)/(Y+ZMX) )Y/ (Y*ZMX)
Cwww» VALEUR ET DERIVEE DE B (PLACEES DANS v2,Dv2),
P sS6,#Xm2,%¥W=3 +V1
V2 BmYMX*ZMX¥P
DV23w ((T2=T 1) *ZMX+YMX* (TI=TL)) %P = YMXWZMX® (6, *T{m2,+«TP+0V])
Cwwww VALEUR ET DERIVEE DE C (PLACEES DANS Vi, DVY1),
P =aZmXwVv2
DP =2(T3wT1)wV2 + ZMXwDV2
@ =(YMX*ZMX)*Yw (WeYMX)
Vi =P/Q
DVIZ(DP = Pw( (T2+T3=2,%T1)/(YMX+ZMX)*T2/Y+(TO+T2=T1)/(W+YMX) ))/Q
P sYMX#*V2
DP s(T2=T1)wV2 + YMXeDV2
@ BCYMX*ZMX)*Zw (W*ZMX)
Vi avy « P/Q
DViaDV]l *+ (DP o= Pw( (T2+T3m2,#T1)/(YMX+ZIMX)+TI/Z
1 +(TO+T3=T1)/ (W+ZMX) ))/Q
20 CONTINUE
Cewww VALEUR ET DERIVEE DE D (PLACEES DANS v2, 0V2),
P sWw( 2,*(YMX+ZMX)+V] )
DP 3TDw%( 2% (YMX*ZMX)*V] ) ¢ Wa( 2, %w(T2¢«TI=2, #T1)4DVL )
Q B(l,=3,%X)*(Y+ZMX)
v2 #P/0
DV2R(OP = PH( m3,wT1/(1,=3,«X)+(T24T3I=TL)/7(Y+ZIMX) ))/Q
Cewww DERJVEE DE RT(1,0),
DST103Xw( (TIw2,%WeX*TA)# (I, 4V2) + XweWnDV2 )

RETURN

END
c.’-------."---‘.--.---U.---.---ﬂ—---------'---------------------'--'---
c

FUNCTION ORT1OQ (TX,TY,TZ, WT,XT,YT,ZIT)
c

c-.ﬂﬂ-----.-.ﬂ.--ﬂ.ﬁ--ﬂ--.'-'ﬂ---'-'----.”----.----ﬂ-—-ﬂ------.---------
Cewww BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE REFERENCE,

Cewww DERIVEE DE LA FONCTION RATIONNELLE PAR MORCEAUX RT(1,2) DANS

Cwwww LA DIRECTION (TX,TY,TZ) AU POINT (XT,YT,ZT), WTE1,»XTeYT=ZT,
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DATA EPS/0,5E=06/
WEWT
XeXT
Y=2YT
imZT
IF (X,GT.EPS L,AND, Y,GT,EPS .AND. Z,GT.EPS) GO TO 59
Cwwws DANS LES FACES 2, 3 ET 4, ON A
ODRT1@2s0,0
RETURN
52 CONTINUE
T1sTX
T2=TY
T3=TZ
IF (X.GE.Y ,AND, Z,GE,Y) GO TO 200
IF (X.GE.Z ,AND, Y,.GE,Z) GO TO 300
122 CONTINUE
Cewww MORCEAU 1,
IF (W,GTLEPS) GO TO 150
Cewww DANS L'INTERSECTION DU MORCEAU 1 ET DE LA FACE 1, ON A
DRY103 (=T1=T2«T3) w3 wX*X
RETURN
150 CONTINUE
Cwwwe DANS L 'INTERSECTION DU MORCEAU 1 ET DE L'INTERIEUR DU TETRAEDRE,
Cewwwr ON A
DRT12=D8T1D(T1,T2,T3,W,X,Y,2)
RETURN
200 CONTINUE
Cewxx MORCEAU 2,
CH=X
X&Y
Y=CH
CH=T1
Ti=72
T2s3CH
GO TO 109
38@ CONTINUE
Cwewe MORCEAU 3,
CHaX
XsZ
Z=CH
CHaT}
T1273
TI=CH
60 TO 100
END
Cwmnw-wn-un—q---n-----n-n----nn-------------—-----—---u--------a.--------
c
FUNCTION DST13 (TX,TY,TZ, WT,XT,YT,ZT)
C
cnn---nu-wﬂ-q—ﬂ-n..--nn-----.w,-------u-q-ﬂ-------.Q----—---n.---------——
Cwwww BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE REFERENCE,
Cwwww DERJVEE OE LA FONCTION RATIONNELLE RT(1,3), RESTREINTE AU
Cewsex MORCEAU 1, DANS LA DIRECTION (TX,TY,TZ) AU POINT (XT,YT,ZIT).
Cewnd WTE],=XT=YT=ZT,
Cwxwe NOUS SUPFOSONS QUE LE POINT (XT,YT,Z2T) NE SOIT PAS SITUE SUR
Cewew UNE DES CINQ ARETES DU MORCEAU { APPARTENANT AU BORD DU TETRAEDRE,
DATA EPS/0,5E=06/
WEWT
X=XT
YRYT
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Cwwww

Cwwww
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Chwww
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827

YMXEYw=X

IMXEZmY

IF (YMX,GT,EPS ,DR, ZMX,.GT,EPS) GO TO 1@

SUR LA DROITE XesY=Z, ON A

DST13=92,0

RETURN

CONTINUE

DANS LE RESTE DU MORCEAU i, ON A

TI=TX

T2=TY

T3=7Z

TOEwTiwT2=T3

VALEUR ET DERIVEE DE E,

P sX¥ZMX

OPBTiwZMX + X¥(T3=T1)

Q gia’SO*X

E sP/U

DEs(DP = Ew(=3,*T1))/0

@ =W+Y

E swd «X42,%2 + E = P/Q

DE3=4,«T1+2,#T3 « DE = ( DP = Px(TO+T2)/Q )/Q
VALEUR ET DERIVEE DE F,

P apwYMX*E

DPeTAwYMX*E « Ww (T2#T1)NE + WwYMX*DE

Q mYW (YMX+ZMX) # (WHYMX) W (WY)W (],=3,%X)

F =P/Q

DFB(DP = Pw( T2/Y+(T2+T3m2,#T1)/ (YMXZMX) 4 (TA+T2=T1)/ (WeYMX)
i *(TA+T2)/(WeY)=3I #TL/(1,=3,.%X) ))/Q
G B(WeX)*(WEZMX)

F ’F L 2./Q

DFRDF w» 24%( (TO+TL)/(WEX)#(TA+TI=T1)/(W+ZMX) ) /Q
DERIVEE DE DST13,

DST13m2, *XwZMXW( 2, ¥ (TIwZMX*Xw (TI=TL))wW*F & X*ZMX* (TOxF+WxDF) )
RETURN

END

FUNCTION DRT13 (TX,TY,TZ, WT,XT,YT,ZT)

R D A0S NS e O TR D G A S S AP e P TR U P TR G R D A G5 G R R T AR N TR R G S SR 0N S TR S0 AN RGP N WD R A e e B SR W e W S W

BASE DYINTERPOLATION DE L'ELEMENT DE REFERENCE,

DERIVEE DE LA FONCTION RATIONNELLE PAR MORCEAUX RT(1,3) DANS
LA DIRECTION (TX,TY,TZ) AU POINT (XT,YT,ZT), WT=l,=XT=YT=ZT,
DATA EPS/0,5E=-06/

WEWT

X=XT

YRYT

{27

IF (X.GE«Z .AND, Y,.GE,Z) GO TO 320

IF (X,GT,EPS ,AND, Y,GT,EPS ,AND, Z,GT.,EPS) GO TO 59

DANS LES FACES 2, 3 ET 4, ON A

DRT13=0,0

RETURN

CONTINUE

TisTX

T2=TY

73872

IF (X,GE.Y +AND, Z.GE,Y) GO TO 200

CONTINUE
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Cx«ww MORCEAU 1,
IF (W,GT.EPS) GO TO 159
Ce#www DANS L'INTERSECTION DU MORCEAU § ET NE LA FACE {, ON A
DRT1384,* (»Ti=T2=T3) *Xw(Z=X)
RETURN
150 CONTINUE
Cewww DANS L'INTERSECTION DU MORCEAU 1 ET DE L'INTERIEUR DU TETRAEDRE,
Cwwwe ON A
DRT13=DST13(T1,72,T3,W,X,Y,2)
RETURN
200 CONTINUE
Cwwww MORCEAU 2,
CH=X
X=Y
Y=CH
CHeT]
T1=T2
T28CH
GO0 TO tpo
380 CONTINUE
Cewws MORCEAU 3,

DRT13=0,0

RETURN

END
c-ﬂﬂ.'-‘.'.”-"-----.---.-.-'..-.------------—ﬂ-’----~--------..---'ﬂ.--
c

SUBROUTINE DUT44 (NFCT, TX,TY,TZ, XT,YT,ZT, DUT)
c

cQw-.P--.-”-.---.-—ﬂ--.---ﬂ-.ﬂQq-'.-_'ﬂ--ﬂﬂ---—-.-‘ﬂ.------n.-------.---
Cesww BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT DE REFERENCE,
Cwwww DERIVEE DE UT(1)) oee ¢ UTCNFCT) DANS LA DIRECTION (TX,TY,T2)
Cweww AU POINT (XT,YT,2T).
Cwwww NFCT PEUT PRENDRE LES VALEURS 16, 28, 32 0U 44,
DIMENSION DUT(44)
NeNFCT
TisTX
T2aTY
T3=T2
TORwT{aT2=T3
X=XT
Y=yYY
877
WE] mXmYeZ
DO 20 I=i,4
Chwwe BLOC 1, FONCTIONS NUMERO 1 A 16,
INDagdwl=3
DUTCIND J=DPT1(Q,T1,T2,T3,W,X,Y,2)
DUTCIND#*1)=DPT1(1,T1,T2,T3,W,X,Y,2)
DUT (IND+2)sDPT1(1,72,T3,TL,W,Y,Z,X)
DUTCIND*3)3DPT1C1,T3,TL,T2,W,Z,X,Y)
IF (N,LE,16) GO TO 10
Cawsw BLOC 2, FONCTIONS NUMERD 17 A 28,
INDe3I*I+14
DUT (IND )'Dlel(TIJT2,T3,N;X.Y.Z)
DUTCIND+1)=®DWT11(T2,T3,TL,W,Y,Z,X)
DUT CIND+2)=DWT14(T3,T1,T2,W,Z,X,Y)
IF (N.LE,28) GO TO 1@
Cwkwe BLOC 3, FONCTIONS NUMERO 29 A 32,
DUT(I+28 )®DRT1O(T1,T2,T3,W,X,Y,2)
IF (N,LE,.32) GO TGO 10
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Chwww BLOC 4, FONCTIONS NUMERO 33 A 44,
INDa3*I+30
DUTCIND JI=DRT13(T2,T3,TL,W,Y,2Z,X)
DUTCIND#1)=DRT13(T3,T1,T2,W,Z,X,Y)
DUT(IND*a"DRTI&(T1|T2,T3|NUXUY12)
10 CHaw
LEDS
Xsy
YsZ
Z3CH
CHeTOQ
TA=T]
TisT2
T28T3
T3=CH
20 CONTINUE
RETURN
END
c---”-ﬂﬂ--ﬂ-ﬂ’--.ﬂ------'—ﬂ---.---ﬂﬂ.-—-.--—--ﬂ----------.--ﬂ----ﬂ--.-.-
C
SUBRQUTINE ELEMB (X1,Y1,2%, X2,Y2,22, X3,Y3,23, X4,Y4,24)
c
C'F..-----.-.’----—.----.----ﬂ.-----------ﬂ--.--'-----------w..---..-ﬂﬂ-
Ceeww ELEMENT GENERIQUE ELARGI,
Cwwww INITIALISATIONS RELATIVES AU TETRAEDRE GENERIQUE,
Cewses ENTREES & (X1,Y1,21), (X2,Y2,22), (X3,Y3,23), (X4,Y4,24) SOMMETS

Crwww DU TETRAEDRE GENERIQUE,

Cweww SORTIES ¢ TETRAS BLOC COMMUN PAR LEQUEL SE FONT LES SORTIES,
Cwwww LL PARTIE LINEAIRE DE L'APPLICATION AFFINE L,
Chuwe FACTORISEE SELON LA METHODE DE GAUSS,

Cwwww IPERM VECTEUR CONTENANT LA NOUVELLE NUMEROTATION DES
Cwwwe LIGNES DE LL, CONSECUTIVE AU CHOIX DES PIVOTS,
Cwwww MX(I), MY(I), MZ(I), VECTEUR NORMAL A LA I=-EME FACE DU
Cwwaw TETRAEDRE, I=1(1)4,

Cwewx NXCI,J), NY(1,J), NZ2(1,J), J=1,2,3, VECTEURS PARAL=
Cwewnr LELES A LA I-EME FACE ET NORMAUX AUX ARETES DU
Crwun TETRAEDRE, I=1(1)4,

REAL LL, MX,MY,MZ, NX,NY,NZ

COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),

1 NX(4,3),NY(4,3).NZ(4,3), ch4)pMY(4)'MZ(4)I
2 0(4,3,3),05(12),06(4),D7(12), Q1(12,16),Q2(4,28),03(12,32),
3 T(44,16), LL(3,3),IPERM(3)
DIMENSION AUX(3)

X(1)=X1

Y(1)=Y1

2(1)8s21

X(2)=X2

Y(2)s3yY2

1(2)3Z2

X(3)=X3

Y(3)s=Y3

2(3)=Z3

X(4)8X4

Y(4)=Y4

Z(4)nZ4

Cwewww PARTIE LINEAIRE DE L'APPLICATION AFFINE L,

LLC,1)eX(2)=X (1)

LL(2,1)3Y(2)=Y(1)

LLCI3,1)82(2)=2(1)

LL(1,2)8X(3)=X(1)



Cowww

Cwwww
Cownw
Coawe

Conww

Cwwdw
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LL(2,2)eY(3)=Y (L)

LL(3,2)R2(3)=2(1)

LLC1,3)8X(4)=X(1)

LLC(2,3)sY(4)=Y (1)

LL(3,3)=Z(4)=Z2(L)

FACTORISATION DE L,

CALL DECOMP(3,3,LL,AUX,IPERM,DET)

VOL = ABS(DET)/6, EST LE VOLUME DU TETRAEDRE,

SI LE TETRAEDRE EST DEGENERE (vOL=0,), LA SUBROUTINE DECOMP

IMPRIME UN MESSAGE D'ERREUR,

DO 1@ I=1,4
J=MOD(I,4)+1
KsMOD(J,4) +}
LaMOD(K,4) +1
INITIALISATION DU VECTEUR (MX(CI), MY(I), MZ(I)).
MXCI)E(Y(K)=Y(J))*e(Z(L)=Z(J)) = (Z(K)=Z(J))*(Y(L)=Y(J))
MY(I)B(Z(K)=Z(I)I (X (L)=XCJ)) = (X(K)=XCJ)I*(Z(L)=Z2(J))
MZCI)=(X(K)=X(I)IwLY(L)mYCJ)) = (Y(K)=Y(J))*(X(L)=X(J))
SESART(MX(I)w*2 + MY(I)ww2 & MZ(I)w#2)
MX(I)aMX(I)/S
MY(I)sMY(I)/S
MZ(I)3MZ(I)/S
VECTEURS (NX(I,J), NY(I,J), NZ(I,J)), J=1,2,3,
NXCI,1)sMY(IdIw(Z(L)=Z(K)) = MZ(I)2CY(L)=Y(K))
NYCI,1)oMZ(I)w(XCL)=X(K)) = MXCI)*(Z(L)=Z(K))
NZCI,1)mMXCI)*(Y(L)=Y(K)) = MY(IDw(X(L)=X(K))
SESARTINX (I, 1) ww2eNY(I,1)w%2¢NZ(I,1)ww2)
Nx(Illl=Nx(Ili)/S
NY(I,1)=NY(I,1)/8
NZ(I,1)=NZ(I,1)/8
NXCT,2)8MY(I)*(Z(J)=Z(CL)) = MZ(I)w(Y(J)=Y (L))
NY(I,2)3MZ(I)*(X(J)=X(L)) = MX(I)*(Z(J)=Z(L))
NZ(I,2)8MX(I)w(Y(J)=Y(L)) = MY(I)#»(X(J)wx (L))
SESART(NX (I, 2) ww2+NY(1,2)%%2+NZ(1,2)ww2)
NX(I,2)="NX(I,2)/8
NY(I,2)aNY(I,2)/8
NZ(I,2)=8NZ(1,2)/8
NX(I,S)aMY(I)w(Z(K)=Z(J)) = MZ(I)w(Y(K)=Y(J))
NY(I,3)3MZ(I)*(X(K)=X(J)) = MX(I)*(Z(K)=Z(J))
NZ(I,3)EMX(CI)*(Y(K)=Y(J)) = MY(I)*(X(K)=X(J))
SASART (NX (I, 3)ww2+NY(I,3)ww24NZ(I,3)*w2)
NX(I,3)=NX(I,3)/8
NY(I,3)8NY(I,3)/S
NZ(I,3)=8NZ(1,3)/8

1@ CONTINUE

RETURN
END

c--Qﬂ---q-w---.-ﬂ-------q-'--ﬂ--------ﬂ---ﬂ---ﬂw----ﬂﬂ----.-.w.--—-----.

c
c

SUBRQUTINE U44 (NFCT, PX,PY,PZ, U)

Cﬂﬂ-.-n--.n-;----u----‘-----.----------—-.-—-------—.--co--p-n----.-——--

Cwvewn
Cohkww
Crwww
Chuww
Choww
Coukwe
Conww

BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT GENERIQUE ELARGI,
ENTREES ¢ TETRAS BLOC COMMUN QUI DOIT AVOIR ETE PREALABLEMENT
INITIALISE A L'AIDE DE LA SUBROUTINE ELEM®,
NFCT  PEUT PRENDRE LES VALEURS 16, 28, 32 OU 44,
(PX, PY, PZ) UN POINT DU TETRAEDRE GENERIQUE,
SORTIE 2 UC1)) eses UCNFCT) VALEURS DES NFCT PREMIERES FONCw=
TIONS DE BASE AU POINT (PX, PY, P2).
REAL LL, MX,MY,MZ, NX,NY,NZ
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COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),

b NX(4,3) ,NY(4,3),NZ(4,3), MX(4),MY(4),MZ2(4),
2 D(4,3,3),D5(12),D06(4),D7(12), Q1(12,16),02(4,28),03(12,32),
3 T(44,16), LL(3,3),IPERM(3)

DIMENSION U(44), GEN(3), REF(J)
DATA NERR/Q/, EPS/=1,E=03/
GEN(1)=aPX=X (1)
GEN(2)s=PY=Y(1)
GEN(3)=PZ~7(1)
CALL SOLVE(3,3,LL,GEN,REF,IPERM)
XT=REF (1)
YTSREF (2)
ZT=REF (3)
IF (XT,GT,EPS8 ,AND, YT,GT,EPS ,AND, ZT,GT. EPS ,AND,
1 1,=XT=YT=ZT,GT.EPS) GO TO 2@
Cewxws LE POINY (PX,PY,PZ) EST A LYEXTERIEUR DU TETRAEDRE GENERIQUE,
IF (NERR.LT,.10) PRINT 1@
10 FORMAT (18X, 40Hww*w ERROR MESSAGE CALLED FROM U44 wew ,10X,
1 33H THE POINT IS QUTSIDE THE ELEMENT )
NERRZNERR+1
20 CONTINUE
Cwwxww VALEURS DES FONCTIONS DE BASE,
CALL UTA44(NFCT,XT,YT,Z2T,U)

RETURN

END
c”.-..-..ﬂﬂ-ﬂ.--ﬂ-ﬂ---.--.---ﬂ-ﬂ--'--ﬂﬂ-‘---ﬂ-ﬂ-I------q--.-ﬂﬁﬂDQ..-.-ﬂ-
c

SUBROUTINE DU44 (NFCT, VX,VY,VvZ, PX,PY,PZ, DU)
c

o o 0 0 o 100 o 0 o om0 Y o 58 O O 5 o P o O S O A
Cewww BASE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT GENERIGUE ELARGI,
Cwews ENTREES ¢ TETRAS BLOC COMMUN QUI DOIT AVOIR ETE PREALABLEMENT

Cwwwe INITIALISE A L'AIDE DE LA SUBROUTINE ELEM®,
Cunww NFCT  PEUT PRENDRE LES VALEURS 16, 28, 32 0U 44,
Crsnw (VX, VY, VZ) UN VECTEUR,

Cwwwe (PX, PY, PZ) UN POINT DU TETRAEDRE GENERIGUE,

Cowsw SORTIE ¢ DUCL), eeesr DUCNFCT) DERIVEES DES NFCT PREMIERES
Cunnse FONCTIONS DE BASE DANS LA DIRECTION (VX,VY,VZ)
Cwaww AU POINT (PX, PY, P2),

REAL LL, MX,MY,MZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),

1 NX(4,3) ,NY(4,3),NZ2(4,3), MX(4),MY(4),M2(4),
2 D(4,3,3),05(12),D6(4),D7(12), O1(C12,16),62(4,28),03(12,32),
3 T(44,16), LL(3,3),IPERM(3)

DIMENSION DU(C44), GEN(3), REF(3)
DATA NERR/@/, EPS/=1,E=03/
GEN(1)=VX

GEN(2)=VY

GEN(3)=VZ

CALL SOLVE(3,3,LL,GEN,REF,IPERM)
TXaREF (1)

TY=REF (2)

TZ=REF (3)

GEN(1)3PX=X (1)

GEN(2)a3PY=Y (1)

GEN(3)=PZ=2(1)

CALL SOLVE(3,3,LL,GEN,REF,IPERM)
XTsREF (1)

YT=REF (2)

ZTsSREF (3)
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IF (XT,GT.EPS ,AND, YT,GT,EPS ,AND, 2T7,GT,EPS ,AND,
i 1.#XT=YT=ZT,GT,EPS) GO TO 28
Cwwwx LE POINT (PX,PY,PZ) EST A L'EXTERIEUR DU TETRAEDRE GENERIGUE,
IF (NERR,LT,12) PRINT 10
19 FORMAT(10X, 40Hw*+ ERROR MESSAGE CALLED FROM DU44 whw ,10X,
1 33H THE POINT IS OQUTSIDE THE ELEMENT )
NERRENERR+]
22 CONTINUE
Cwwav DERIVEES DES FONCTIONS DE BASE,
CALL DUTAQ4(NFCT,TX,TY,TZ,XT,¥T,2T7,0U)

RETURN

END
c-‘."--.-.---ﬂ”ﬂﬂ---Q--------”-------------------’---ﬂ---—-------.--.---
c

SUBROUTINE ELEM]}
c

C"'------.--.--------.-.-..-Q-------'-----ﬂ---—ﬂ-nﬂﬂ-------ﬂﬂﬂ-’---_--.

Cwewe MATRICE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT GENERIQUE ELARGI,

Cewxw INITIALISATION DE L'INVERSE DES BLOCS DIAGONAUX DE LA MATRICE Q,

REAL LLj, MX,MY,MZ, NX,NY,NZ

COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),Z2(4),

1 NXC4,3) ,NY(4,3) ,NZC4,3), MX(4),MY(4),M2(4),

2 D(4,3,3),D5(12),06(4),07(C12), Q1(12,16),02(4,28),03(12,32),

PO 12 I=1,4
JaMOD(I,4)+1
KaMOD(J,4)+}
LEMOD(K,4) +1

Cohnw INITIALISATION DE Dy, D2, D3 ET D4,

DCI,1,1)8XCJ)=X(I)
D(I,1,2)2Y(J)=Y(I)
DCI,1,3)22CJ)=2(1)
D(I,2,1)aX(K)=X(I)
D(I,2,2)3Y(K)=Y(I)
D(I,2,3)22(K)=2(I)
DCI,3,1)eX(L)=x(I)
D(I,3,2)sY(L)=Y(I)
DCI,3,3)8Z(L)=2(I)

Cwwwe INITIALISATION DE DS,

IND23*Iw2

DSCIND )= NX(CI,1)w(2,%X(J)=X(K)=X(L))
*NY(Tp1)w(2,%Y(J)=Y(K)=Y (L))
*NZ(I,1)*(2,%Z(J)=Z(K)=Z(L))

DSCIND+#1)2 NX(I,2)%(2,#X(K)=X(L)=X(J))
+NY(I,2)%(2,«Y(K)=Y(L)=Y(J))
#NZ(I,2)%(2,*Z(K)=Z(L)=Z(J))

D5 CIND+2)= NX(I,3)#(2,*x(L)=X(J)=X(K))

*NY (T p3)w(2,%Y(L)=Y(J)=Y(K))
+NZ(T,3)w(2,%Z(L)=Z2(J)=Z(K))

Chwwn INITIALISATION DE D6,

DECINE MX(CIIw (3 X (I)mX(J)=X(K)=X(L))

N e N >

N -

i +MY (I)w (3axY (1) =Y (J)=Y(KI=Y (L))
2 +MZ(I)*(3,*Z(1)=Z(J)=Z(K)=2Z (L))
Cwwnw INITIALISATION DE 07,
IND2dw]I=2

D7 CIND )=D6(I)
D7 (IND+1)=D6(I)
D7 (IND+2)=D6(I)
12 CONTINUE
RETURN
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END
c
SUBROUTINE ELEM2
C
cﬂ..p.-”-.--‘.”-----.-_q---------..---------------.----q'.ﬂu--ﬂ---ﬁ.-ﬂ'w-
Cwwww MATRICE D'INTERPOLATION DE L'ELEMENT GENERIQUE ELARGI,
Cwwww INITIALISATION DES BLOCS SQUS=-DIAGONAUX DE LA MATRICE Q,
REAL LL, MX,MY,MZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),
i NX(4,3),NY(4,3),N2(4,3), MX(4),MY(4),M2(4),
2 D(4,3,3),05(12),06(4),D7(12), Q1(12,16),Q2(4,28),03(12,32),
3 T(44,16), LL(3,3),IPERM(3)
DIMENSION DU(44) ,
DO 82 I=1,4
J3MOD(I,4)+1
K'MOD(J'4)*1
L=MOD(K,4) +1
Cowww INITIALISATION DU BLOC Q1,
PX=@,5% (X (K)+X (L))
PY2Q,5* (Y (K)+Y (L))
PZe@,5* (Z(K)+Z (L))
CALL DU44(16,NXCI,1),NY(I,1),NZCI,1),PX,PY,PZ,DU)
INDa3w]Im2
DO 16 M=1,16
B1CIND,M) =Dl (M)
108 CONTINUE
PXe@ S« (X(J)+X (L))
PY=@,9% (Y (J)+Y (L))
PZ20,35«(Z(J)+Z (L))
CALL DU44(16,NX(I,2),NY(I,2),NZ(1,2),PX,PY,PZ,DU)
INDsIND#1
DO 28 M=1,16
Q1CIND,M)=2DU(M)
20 CONTINUE
PX2B,5% (X (K)+X (J))
PY=2Q,8% (Y(K)+Y(J))
PZ=@,5%(Z(K)+Z(J))
CALL DU44(16,Nx(I,3),NY(I,3),N2(I,3),PX,PY,PZ,DU)
IND=sIND+}
DO 30 M=1,16
Q1L CIND,M)=DU(M)
30 CONTINUE
Cowww INITIALISATION DU BLOC G2,
PXe(X(J)*+X(K)*Xx(L))/3,
PYs(Y(J)+Y(K)+Y(L))/3,
PZr(Z(J)+Z(K)+Z(L))/3,
CALL DU44(28,MX(I),MY(CI),M2(1),PX,PY,PZ,DWU)
DO 49 M=1,28
R2CI,M)=DU(M)
40 CONTINUE
Chraww INITIALISATION DU BLOC @3,
PX=(4.*X(J)*X(K)*X(LJ)/5-
PY#M-*Y(J)#Y(KHY(L))/6.
PZa(4,*Z(J)+Z(K)+Z(L))/6,
INDsJw]m=2
DO 50 Me=i,32
Q3ICIND,M)=DUM)
50 CONTINUE



8.3 145

PXH(X(J)*4.*X(K)*X(LJ)/6.
PYB(Y(J)*4,*Y(K)+Y(L))/6,
PZa(Z(J)+4,%2(K)+Z(L)) /6.
CALL DU44(32,MX(I),MYCI),MZ(1),PX,PY,PZ,DU)
INDaIND+1
D0 68 M=1|32
Q3 CIND,M)=DU (M)
60 CONTINUE
PXs(X(J)*+X(K)+a,%X (L)) /6,
PYaCY(J)+Y(K)+4,*Y(L))/6,
PZe(Z(J)+Z(K)+4,+Z (L)) /6,
CALL DU44(32,MX(I),MY(I),MZ(I),PX,PY,PZ,DU)
INDaIND+}
DO 70 M=t ,32
Q3 (IND,M)=DU (M)
78 CONTINUE
82 CONTINUE

RETURN

END
c...---,--g‘Q.--.---.---—----.--—--—-------‘-----‘---.-W-----Q---’--.—-ﬂ
c

SUBROUTINE FE2P44 (C, S)
c

Cﬂn-.-.--'--'--.-ﬂ----.------w---------—-—-------------—-—---nﬂ.ﬂﬂ--ﬂ--.
Cwwxew ELEMENT GENERIQUE ELARGI,

Cewwe RESOLUTIUN DU PROBLEME D!'INTERPOLATION,

Cwwxw ENTREES : TETRAS BLOC COMMUN QUI DOIT AVOIR ETE PREALABLEMENT

Crwns INITIALISE A L'AINDE DES SUBRGUTINES ELEM@,
Chenew ELEM1 ET ELEM2,

Cuwwn CC1)s sess C(44) VALEURS DES PARAMETRES DE L'ELEMENT,
Cwwsw SORTIE 2 S(1), eeasr S(44) COORDONNEES DE LA FONCTION D'INTER=
Cwwww POLATION DANS LA BASE D'INTERPOLATION DE

Cwwws LYELEMENT GENERIQUE ELARGI,

Cweww METHODE ¢ RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE Q«S=C,
REAL LL, MX,MY,MZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),
1 NX(4,3) ,NY(4,3),NZ(4,3), MX(4),MY(4),M2(4),
2 D(4,3,3),05(12),06(4),D7(12), Q1(12,16),02(4,28),03(12,32),
3 T(44,16), LL(3,3),IPERM(3)
DIMENSION C(44), S5(44)
Cwwwr CALCUL DE S(1), eees S(16),
PO 10 Isi,4
Kadul=3
S(K)®CL(K)
S(K+1)=D(1,1,1)%C(K+1)+D(I,1,2)«C(K+2)+D(I,1,3)%C(K+3)
S(K+2)sD(I,2,1)%C(K+1)+D(I,2,2)*C(K+2)+D(1,2,3)%C(K+3)
S(K+3)3D(I,3,1)*C(K+1)+D(I,3,2)*C(K+2)+D(I1,3,3)*C(K+3I)
10 CONTINUE
Cowwww CALCUL ] A 3[17)l seny 3(28)0
DO 30 I=1,12
§l=0,0
DO 20 J=1,16
SIsSI+Q1(I,J)*S(J)
29 CONTINUE
K3I+16
S(K)=D5(I)*»(C(K)=SI)
32 CONTINUE
Cwwws CALCUL DE S(29), .eer S(32),
Do 50 I=1,4
$I=0,0
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DO 49 J=1,28
SI=SI+Q2(1,JI*S(J)
49 CONTINUE
Ks28+]
S(K)BDE(I)*#(C(K)=SI)
58 CONTINUE
Cewww CALCUL DE S(33), ,eer S(44),
DO 78 I=1,12
SIlr@,Q
po 6@ J=1,32
SIaSI+Q3(I,J)*S(J)
60 CONTINUE
Kel+32
S(KY®D7 (I)»(C(K)~SI)
78 CONTINUE
RETURN
END
c

FUNCTION DINOD (VX,VY,VZ, M, C)
c
c.-.'ﬂ.-------'-‘-------.-------.---------_---------.-'-----------------
Cwwxw ELEMENT FINI GENERIQUE, DE CLASSE Ci, DE DEGRE DEUX,
Cewwx A 16 PARAMETRES,

Cewwv DONNEES : M PEUT PRENDRE LES VALEURS 1, 2, 3 OU 4,
Cwwwn C(4#M=2), C(4wM=1) ET C(4*M) DERIVEES PARTIELLES DX,
Cowwn DY ET DZ AU SOMMET A(M),
Cownw (VX, VY, VZ) UN VECTEUR,
Cwwws SORTIE ¢ DINOD DERIVEE DANS LA DIRECTION (VX, VY, VZ)
Cwawe AU SOMMET A(M),

DIMENSION C(44)

IND34wM=2

DINOD=sVX*C(IND) ¢+ VY#C(IND+#1) + VZ+C(IND+2)

RETURN

END
c-ﬂl!""O—-vn-.-------n-------wn--------—q----q------w---n--.------n—---.-
c

SUBROUTINE FE2P16 (C, S)
c
c.--“--------ﬂ-—------------------------------------------------.----.ﬂ-
Cewws ELEMENT FINI GENERIGUE, DE CLASSE Ci, DE DEGRE DEUX,
Cexww A 16 PARAMETRES,
Ce#ww# RESOLUTION DU PROBLEME D'INTERPOLATION,
Cew»v ENTREES ¢ TETRAS BLOC COMMUN QUI DOIT AVOIR ETE PREALABLEMENT

Cwwww INITIALISE A L'AIDE DES SUBROUTINES ELEM@,
Coenw ELEM1 ET ELEM2,

Cwwnw CC1)s seer C(16) VALEURS DES PARAMETRES DE L'ELEMENT,
Cweww SORTIE 3 SC1)s eeesr S(44) COORDONNEES DE LA FONCTION D'INTERm
CHkww POLATION DANS LA BASE D'INTERPOLATION DE

Cwwww L'ELEMENT GENERIQUE ELARGI,

Cwwww LES MEMOIRES C(17), eees C(44) SONT DES PLACES DE TRAVAIL,
REAL LL, MX,MY,MZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),Z2(4),

1 NX(4,3) ,NY(4,3),NZ(4,3), MX(4),MY(4),M2(4),
2 0D(4,3,3),05(12),06(4),D7(12), Q1(12,16),02(4,28),03(12,32),
K T(44,16), LL(3,3),IPERM(I)
DIMENSION C(44), S(44)
PO 19 I=1,4
JaMOD(I,4)+1

KaMOD (J,4) +1
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L3MOD(K,4) +1
Cuwww CALCUL DES PARAMETRES C(17) A C(28),
INDz3*I+14
CCIND )=Q@,5«( DINOD(NXC(CI,1),NY(I,1),NZ(1,1),K,C)
1 +DINOD(NXCI, 1) ,NYCI,1),NZ(CI,1),L,C) )
CCIND*1)=2,5«( DINOD(NX(CI,2),NY(I,2),N2(1,2),L,C)
| «DINOD(NX(I,2),NY(I,2),N2(1,2),J,C) )
CCIND+2)=0,5»( DINOD(NX(I,3),NY(I,3),N2(1,3),J,C)
i #DINUD(NX(113)'NY(I_’3)pNZCIa3)Och) )
Conww CALCUL. DES PARAMETRES C(29) A C(32).
DJsDINOD(MX(I),MY(I),MZ(I),J,0C)
DKsDINOD (MX(I),MY(I),MZ(I),K,C)
DL=DINOD(MXCI),MYCI),MZ(I),L,C)
C(I+28)=(DJ+DK+DL)/3,
Couww CALCUL DES PARAMETRES C(33) A C(44),
INDe3*I+30
CCIND )=(4,%DJ+DK+DL) /6,
CCIND+1)=(DJ+4,#DK+DL) /6,
C(IND#2)=(DJ+DK+4,*DL) /6,
19 CONTINUE
Cwwww CALCUL DES COORDONNEES S(1), ...r S(44),
CALL FE2P44(C,S)

RETURN

END
CUHIOF-------DDHOO--.-Q---w-----------—--w------.-..------—-.-----------
c

FUNCTION FINT (PX,PY,PZ, S)
c

c-”---..-_-----'-----‘---Q---------------------.------.----.-.---------'-

Cwewxe ELEMENT FINI GENERIQUE, DE CLASSE Ci, DE DEGRE DEUX,
Cewwxs A 16 PARAMETRES,
Cwewxx DONNEES ¢ TETRAS BLOC COMMUN QUI DOIT AVOIR ETE PREALABLEMENT

Cownw INITIALISE A L'AIDE DE LA SUBROUTINE ELEM@.
Chwww SC1)s sess S(44) COORDONNEES DE LA FONCTION D'INTER=-
Cowww POLATION DANS LA BASE D'INTERPOLATION DE
Cwmws L'ELEMENT GENERIGUE ELARGI,

Coeww (PX, PY, PZ) UN POINT DU TETRAEDRE GENERIQUE.

Cwesw SORTIE ¢ FINT  VALEUR DE LA FONCTION D'INTERPOLATION DE
Cwaww COORDONNEES S AU POINT (PX, PY, PZ).

DIMENSION UC(C44), S5(44)

CALL U44(44,PX,PY,PZ,U)

V=8,0

DO 10 I=1,44

VaveS(I)*U(I)
12 CONTINUE

FINTsY

RETURN

END
c-Dﬂn-.ﬂ.--Qqﬂﬂ-'.----”.ﬂﬂ-----ﬂﬂ-.-.-—-.-ﬂ.‘..---."--..---.--'-'.---'-
c

FUNCTION DFINT (VX,VY,VZ, PX,PY,PZ, S)
C
c---.'--—----ﬂ-'.----—-—ﬂ----.---------.--Q---.--q-----—--.----'-~.---.-
Cewww ELEMENT FINI GENERIQUE, DE CLASSE Ci, DE DEGRE DEUX,
Cewww A 16 PARAMETRES,
Cewws DONNEES ! TETRAS BLOC COMMUN QUI DOIT AVOIR ETE PREALABLEMENT

Cwwwe INITIALISE A L'AIDE DE LA SUBROUTINE ELEM®,
Cowww S(1)) eess S(44) COORDONNEES DE LA FONCTION D'INTER=
Cwaww POLATION DANS LA BASE D'INTERPOLATION DE

Chwww LYELEMENT GENERIGUE ELARGI,
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Cwwww (vX, vY, VZ) UN VECTEUR,

Cwwwn (PX, PY, PZ) UN POINT DU TETRAEDRE GENERIQUE,

Cwwxw SORTIE ¢ DOFINT DERIVEE DE LA FONCTION DI'INTERPOLATION DE
Cwnww COORDONNEES S DANS LA DIRECTION (VX, VY, VZ)
Cwwww AU POINT (PX,PY,P2).

DIMENSION DU(44), S(44)
CALL DU44(44,VX,VY,VZ,PX,PY,PZ,DU)
Dv=0,0
DO 12 I=1,44
DV=DV+S(I)»DU(I)
19 CONTINUE

DFINT=DV

RETURN

END
C----..----’m--..‘--.-.-.---ﬁﬂ-_--.--.----.-----.-.-ﬂ--ﬂ-ﬂ-.--.-.-.-----
c

SUBROUTINE ELEM3
c

c.Q-ﬂﬂw-—-ﬂ----w-n----.----nﬂwq-—n.-q--------------uﬂ.-ﬂ-----v---v-.--nq-

Cewws ELEMENT FINI GENERIGUE, DE CLASSE C1, DE DEGRE DEUX,
Ceewxw A 16 PARAMETRES,
Cewww BASE D'HERMITE, INITIALISATION DE LA MATRICE T,
REAL LL, MX,MY,MZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),Z2(4),

1 ) NX(4,3) )NY(4,3),NZ(C4,3), MX(4),MY(4),M2(4),
2 b(4,3,3),05(12),06(4),D7(12), Q1(12,16),Q2(4,28),Q3(12,32),
3 T(44,16), LL(3,3),IPERM(3)

DIMENSION C(44), S(44)
DATA Cr4a4xd,0/
DO 20 1%1,16
Chwww CALCUL DES COORDONNEES T(1,I)s sses T(44,1I) DU I=EME ELEMENT
Cweww DE LA BASE D'HERMITE PAR RAPPORT A LA BASE D'INTERPOLATION
Cwwww DE L'ELEMENT GENERIQUE ELARGI,
C(I)=1,0
CALL FE2P16(C,S)
PO 1@ J=1,44

T(J,1)aS(J)
10 CONTINUE
C(I)=0,0
20 CONTINUE
RETURN
END
C
SUBROUTINE HERM (PX,PY,PZ, V)
c

c.ﬂﬂﬂﬂﬂp--w--u.ﬂ-.-.w---q---—--------.-----—--.-----n----—----.--—--.---

Cwwww ELEMENT FINI GENERIGUE, DE CLASSE Ci, DE DEGRE DEUX,

Cwww A 16 PARAMETRES,

Cewxx BASE D'ERMITE,

Cewww ENTREES : TETRAS BLOC COMMUN QUI DOIT AVOIR ETE PREALABLEMENT

Crwww INITIALISE A L'AIDE DES SUBROUTINES ELEM®G,
Cewwe ELEM1, ELEM2 ET ELEM3,

Chwww (PX, PY, PZ) UN POINT DU TETRAEDRE GENERIQUE,

Cowww SORTIE ¢ V(L)s eeer V(16) VALEURS DES 16 FONCTIONS DE LA BASE
Chwww DYHERMITE AU POINT (PX, PY, PZ),

REAL LL, MX,MY,MZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),
i NX(4,3),NY(4,3),NZ(4,3), MX(4),MY(4),M2(4),
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3  T(44,16), LL(3,3),IPERM(3)
DIMENSION V(16), U(44)
CALL U44(44,PX,PY,PZ,U)
00 20 I=1,16
Sl=0,0
DO 18 J=1,44
SIaSI + T(J,I)wU(J)
19 CONTINUE

v(I)s=Sl
20 CONTINUE

RETURN

END
Cll-n.ﬂlwln---q--w---q------cm-w----.-----------.-------------—---------u--
C

SUBROUTINE OHWERM (VX,VY,vZ, PX,PY,PZ, DV)
C

c-Qwﬂw---'qngﬂ---n-wn------n-u--p------------_-.-w-un-un---n-qqﬂ---.-----

Cewww ELEMENT FINI GENERIQUE, DE CLASSE C1, DE DEGRE DEUX,

Cewws A 16 PARAMETRES,

Cevww BASE D'HERMITE,

Cesw+ ENTREES * TETRAS BLOC COMMUN QUI DOIT AVOIR ETE PREALABLEMENT

Creww INITIALISE A LYAIDE DES SUBROUTINES ELEMZ,
Cowwww ELEM1, ELEM2 ET ELEM3,

Cowen (VX, VY, VZ) UN VECTEUR,

Cwnww (PX, PY,PZ) UN POINT DU TETRAEDRE GENERIQUE,

Cewxe SORTIE P DV(l), +eer DV(16) DERIVEES DES 16 FONCTIONS DE LA
Coeww BASE D'HERMITE DANS LA DIRECTION (VX, VY, VZ)
Cowwwe AU POINT (PX, PY, PZ),.

REAL LL, MX,MY,MZ, NX,NY,NZ
COMMON /TETRAS/ X(4),Y(4),2(4),
1 NX(4,3),NY(4,3),NZ(4,3), MX(4),MY(4),M2(4),
2 0(4,3,3),05(12),06(4),D7(12), Q1(12,16),02(4,28),03(12,32),
3 T(44,16), LL(3,3),IPERM(3)
DIMENSION DV(16), DU(44)
CALL DU44(44,VX,VY,VZ,PX,PY,PZ,DU)
DO 2@ I=1,16
SI=0,9
‘DO 1@ J=1,44
SI=SI + T(J,I)«DUCD)
10 CONTINUE
DV(I)=sl
20 CONTINUE
RETURN
END
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8.4. Tests numériques.

Nous avons procédé a des vérifications numériques du
programme précédent sur l'ordinateur CDC CYBER 73 de l'Ecole
polytechnique fédérale de Lausanne. Nous décrivons brié&vement

les tests effectués.

Test 8.4-1A.

Y N %

v v n,
Les fonctions de référenc = = u = r
s fonctio d érence u17 wll ’ u29 rlO r Use 13
sont définies par morceaux (voir 6.2). Nous vérifions que ces
ny
fonctions sont de classe Cl(S). Pour ce faire, nous avons tabulé

ces fonctions et leurs dérivées partielles au voisinage des plans

de raccordement x =y, y = z, 2 = X.

Test 8.4-1B.

. - ez Y PP
Les fonctions de référence u et leurs dérivées par-

v
28,...,u44
tielles possé&dent des indéterminations du type % le long de
certains segments; les segments concernés sont les arétes des

. v n
trois morceaux ai(Sl), ai(§2), ai(S3) sur lesquels chaque fonc-
tion est rationnelle pour un i € {1,2,3,4} (voir 6.2). Dans le
programme 8.3, ces indéterminations ont été levées comme suit;
nous avons écrit l'expression analytique de la restriction de

v v

ces fonctions & certaines faces des morceaux ui(Sl), ai(Sz),

v
ai(SS); nous avons utilisé cette expression dans un e -voisinage
de ces faces. Nous avons vérifié, par tabulation, la continuité
numérique du passage de l'expression analytique générale a l'ex-
pression analytique limite.

-~

Les tests 8.4-2 3§ 8.4-6 correspondent textuellement aux tests

7.4-2 & 7.4-6.
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§ 9 ERREUR D'INTERPOLATION.

Dans le cas ol les éléments finis constituent une famille
affine, des théorémes connus donnent des majorations de l'erreur
d'interpolation (voir théoréme 9.1-2). Quoique les é&léments con-
sidérés dans ce travail ne constituent pas des familles affines,
nous pouvons quand méme obtenir des majorations analogues au
cas affine (voir théoréme 9.5).

Dans ce paragraphe, ¢ et c(o) désignent des constantes gé-
nériques. Soit Q@ un ouvert borné dans R". Les espaces de SOBOLEV
sont notés

o

WPy = {verP; 3% v etP) pour |a| < m}

avec les semi-normes

vl3 0,00 (3 [ MIREL s = ot pe [l
o|=3 &
|v]j o qf= Max sup ess |19% (%) |, 3 = 0(1)m,
14 14

la]=7 x e q

et les normes

m
vl pogi= (I IvIE 3P, mem, pe 1o,

j=0 J/P,R
vl o o= max  |v|. _ , M € IN.
lrnl IQ j=0(l)m JI IQ

Remarque.

Dans le cas particulier p = 2, nous retrouvons la définition 5
de 1.1
() = w'%(Q), m e,

v, = |v]| = 0(1)m,

3,9 i,2,0 7

vl o= Vi 2. g -
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9.1. Interpolation par une famille affine d'é&léments.

Définitions.

Considérons un élément fini particulier appelé élément fini

de référence; cet élément est défini sur un ensemble polygonal
B DY n . . .

fermé borné K dans IR; l'espace vectoriel des fonctions est un

. 'ﬁf S % ~ P

sous-espace vectoriel de C" (K); les paramétres de référence

n, y . . ;

Fl,...,Fr ne font intervenir que des valeurs de fonctions en

des points ou bien des valeurs de dérivées d'ordre < s en des

ny A% Y oy
points, c'est-a-dire Fi(a) = H(Ai) ou bien %i(u) = ag u(Ai),,.,,
i

] I - VO, ¥ n n n
ou bien Fi(u) =D u(Ai)(gil,...,gis), Ai € K, gi,gil,...,gise:m ’
i = 1(1l)r; nous supposons que cet élément de référence soit
Y]
U_

unisolvant; notons $’l,...,\Pr sa base de Lagrange.
. X ny
Toute application affine bijective L: K —> K, Lx:= x + b,
induit un élément fini sur K, dont l'espace des fonctions est

" - "
U=0U({) ={uel l; u € %} et dont les paramé@tres sont

Fi(v):= %i(VO:L), i 1(l)r. Par exemple, si %i(ﬁ) = 3 B(Ki),

3

v(LXi). L'élément ainsi obtenu est U-unisol-
-1 1
}

alors F, (v) =
i

9

L (&)
vant et sa base de Lagrange est {Y’lo.L
1

- aV] . . = .
effet Fi(\Pj o, 7) = Fi(‘Pj) = 6ij , i3 1(l)r, dim U ¢ r et

,...,‘Pr_vl. ; en
le théoréme 2.4 est applicable.
On dit que les éléments ainsi construits 3 partir du méme

élément de référence constituent une famille affine d'é@lé&ments.

Deux éléments finis appartenant a la méme famille affine sont

appelés affines-&équivalents.
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L'interpolation par une famille affine d'éléments est dé-

finie sur chaque K = L(k) par

r
S _ -
T : CT(K) — U, m v:= z F. (v) $H oL .

Théoréme 9.1-1.

Soient p € [1,»] et m € N. Il existe une constante ¢ = c(m,n)

Y
indépendante de K telle que V/V € Wm’p(%)

N -1 -1Lm Yp v

orh i o s e i Maee VP By
|| ...]] désigne la norme spectrale .
Démonstration.

Voir CIARLET [3], Theorem 3.1.2.

Théoréme 9.1-2.

Considérons une famille affine d'éléments comme dans la défini-
tion. Soit s l'ordre le plus élevé des dérivées partielles inter-
venant dans les paramétres de référence. Nous supposons que tous
les polyndmes de degré < k soient contenus dans l'espace de ré-
férence U et que les nombres m € N, p,q € [l,W] soient tels que

AY Y]
Uk:Wm’q(K) et que l'on ait les inclusions continues

WP ¢ S, WHPE) c W) .

Alors il existe une constante ¢ = c(m,p,q) indépendante de K

k+1

telle que Vv EW ’p(K)

k+1
Vg-¥p b
< c|det 2] = IVIk+l,p,K

]v—Ha Vlm,q,K

ot h:= diam(K),

p:= sup{diam(B); B est une boule dans K}.
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Démonstration.

Voir CIARLET [ 3], Theorem 3.1.4.

Remarg ue .

Pour satisfaire les deux inclusions continues, les conditions
suivantes sont suffisantes
n
ktl. > s + =,
p

1 1 k+1-m
— >/._.—.
q

P n

Les éléments de référence considérés dans ce travail satisfont
n=2o0u3, s=1, k = 2; nous supposerons par la suite que

2,

e]s C lement U c w°’” (K)
P 5 ] . Comme on a seulemen c (K) , nous supposerons

que m = 0,1 ou 2.

Théoréme 9.1-3.

y
¢ désignant une constante générique ne dépendant que de K, on a
]l < ¢ h,

g €
P

|det 2| < ¢ h™,

|det 2‘_1

/A

Démonstration.

Voir par exemple CIARLET [3], § 3.1.
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9.2. Erreur d'interpolation pour le triangle.

Nous considérons maintenant 1'élément fini triangulaire
de classe Cl d neuf paramétres du paragraphe 3 (voir 3.3). Pour
un triangle T donné et une fonction v € W3’p(T), p > 1, nous
notons II v € V = V(T) l'interpolant de v sur le triangle T.
Nous traitons les deux variantes simultanément, c'est-3-dire

I

\Y% V™~ ou VII (voir 3.7). Désignons par h = h(T) le diamétre

de T et par p = p(T) le diamétre du cercle inscrit dans T.

Théoréme 9.2.

Soient p e']l,w] et 0 > 0. Alors il existe une constante

c(o) = c(o,p) telle que pour tous les triangles T avec 22%; s o,
VV'G W3’p(T) et pour m = 0,1,2,
3-m
- I v L cC h .
lv |mlplT (G) IV|3IE)I!I‘
Démonstration.

Pour analyser l'erreur v - II v, nous introduisons deux autres
interpolations.
L'élément affine est 1'é€lément sur T qui est affine-équi-

valent 3 1'élément de référence 3.5; notons U = UI(T) ou UII(T)

l'espace correspondant et Ha: W3'p(T) —> U l'interpolation se-

lon les paramétres affines-équivalents &
n, . . Y . .
Fij ,jJ=20,1,2,1i=1,2,3, Gi , 1 =1,2,3 (voir 3.2).

L'élément élargi est décrit dans 3.6; l'espace correspondant

est U = U(T) comme pour l'élément affine; notons I W3’p(T) —>» U

Q:
l'interpolation selon les paramétres génériques Ql""’QlZ

(voir 3.2).



156 9.2

Nous décomposons l'erreur d'interpolation en trois termes

v-I0Iwvs=(v- Ha v) + (Ha v - HQ V) +(HQ v -1 v).

La majoration des deux premiers termes

v - HQ v = (v - Ha v) + (Ha v - HQ V)

a été inspirée par l'analyse de l'erreur d'interpolation sur

le triangle d'ARGYRIS (voir par exemple CIARLET [3] § 6.1).

Premier terme.

Par le théoréme 9.1-2, Vv e w°'P(T)

3
IV - Ha V‘m,p,T $¢C gﬁ IVI3,p,T
pour m = 0,1,2 et p € ]1,»] . Par 1l'hypothése % < 0,
3-m
v-10_v £ ¢c(o) = h
[ a |mIpIT (0) IV|3IPIT
oli c(og) =c¢c - o,

Deuxiéme terme.

Ha v - HQ v est un élément de U. Nous l'exprimons au moyen des

paramétres et de la base de Lagrange de 1l'élément affine. Comme

(Ha v - v)(Ai) = 0 et grad(IIa v - HQ v)(Ai) =0, 1i=1,2,3,

I
Q
nous aurons

3
= _ -1
I, v=-1I,vs= zl az(}“li)(nav HQ V) (B;) gyl 7.

Puisque Ha v - I . v est un polyndme de degré £ 3 en l'abscisse

Q

curviligne le long des cbtés de T, il est nul le long des cbtés.

Par suite,

aﬂ,(rl}ii) (Hav—HQ v) (Bi)

= < JL(ni),ni > an.(Ha v - HQ v)(Bi)
=< 2(n > GlI[ -

= (ni),nj.L i (av v) .

A

on a < 2(8,),n; > < c|l&]lsch.
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Par le théoréme 9.1-2, pour p > 1,

IGi(Ha v-v)|gc|v- I, Vll,m,T

3

h

s ¢ 1+27p lVI3,p,T

Par le théoréme 9.1-1, pour i =1,2,3,

I ?9+i °L m,p,T S m I"‘P9+i‘m,p,%

Finalement,
h4+2/p

m, v =Ty vig,pr <€ “nt172/p

Q

3—ml l

< c(o) h v 3,p,T

Troisiéme terme.

-~

I v -1 v est un é€lément de U que nous exprimons a l'aide

Q

des paramétres et de la base de 1'élément affine. Puisque

(HQ v - I v)(Ai) =0, grad(HQ v - I V)(Ai) =0, i=1,2,3, on a

3
= _ -1
Iy v-Tv= _Z 8y Mg v =T V)(B) Py, oL ™.
i=1 i
Comme HQ v - II v est un polyndme de degré < 3 par rapport a
l'abscisse curviligne le long des cbtés de T, I v - I v est

Q

nul le long des cdtés. Par suite,

-1
I.v-I~0wvw v I v)(Bi) \P9+i‘°L

Q

Il
Il o~ W

]
< %&(n,),n, > o_ (I
1 i i ni Q

-1
Gi(HQ v I v) \F9+ioL .

I
| &~ W
A
=
Be

’-‘-
o]
\V4
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Par définition de II v (voir 3.7), nous avons

N

Gi(HQ v -10v) = Bn.v(Bi) - {an.v(Aj) + an‘v(Ak)}
i i i

ol (i,j,k) désigne une permutation cyclique des nombres (1,2,3).

Pour w € Wz'p(T), p > 1, notons I, w 1l'interpolation linéaire

L
sur le triangle T avec les paramétres w(Al), w(Az), w(A3).

Ainsi, Gi(HQ v —-10v) = Bniv(Bi) - Hz(aniv)(Bi)'

Nous utilisons le théoréme 9.1-2 pour HQ avec n = 2, s =0, k =

w = anewz'p(T), p > 1;
i

|Gi(HQ v = 1 v)| | (w = 1, W) (By) |

7

| w -1, w|

2 0,,T
< cldet 2} h
et 2 iy o
< c h® |v] .
pz/P 3,p,T
Nous obtenons finalement
3+2/p
T v -1 v| sc B —— v
0 m,p,T pm+2/p 3,p,T
3-m
< c(o) h |V|3,p,T '
m=0,1,2.

%

9.3. Erreur d'interpolation pour la variante I-C.

Pour un tétrad&dre S donné et une fonction v € W3'p(S),

p > % , nous notons I v € V = V(S) l'interpolant de v sur

le tétra&dre S par 1'élément fini de la variante I-C. Désignons

par h = h(S) le diamétre de S et par p = p(S) le diamétre de

la sphére inscrite dans S.
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Théoréme 9.3.

Soient p € ]%y“ﬂ et ¢ > 0. Alors il existe une constante

c(o) = c(o,p) telle que pour tous les tétra&dres S avec

3

<o, Vvew’'Pis) et pour m = 0,1,2,

3-m
|v - I VIm,p,S < c(o) h |vl3,p'S

Démonstration.

Pour analyser l'erreur v - II v, nous introduisons quatre autres

interpolations.

a) L'élément affine est 1'élément sur S qui est affine-équivalent
a l'élément de référence 6.2; notons U = U(S) l'espace cor-
respondant; les paramétres sont affines-équivalents aux 44

dtres de référence F F, ., ¢ &, . H ... H
paramétres de référence F,r.../F 3/GyqrevesGyqy/Hyyeeo Hyg
(voir 6.1); désignons par Ha v € U l1l'interpolant obtenu &
l'aide de cet élément.

3

b) L'interpolation I W ’p(S) —— U est obtenue en remplacgant

b:

dans Ha les 28 premiers paramétres par les paramd@tres géné-

riques correspondants F (voir 6.1).

10 43'Gll
c) L'interpolation Hc: W3’p(s) — U est obtenue en remplacant

reeesF 1ossG

43

dans Hb les paramétres G

néaires (voir 6.4).

ll,...,G43 par des contraintes li-

d) L'interpolation Hd: W3'p(S) —> U est obtenue en remplacant

dans HC les 16 derniers paramétres par les paramétres géné-

riques correspondants Hl""'H4'Hll""’H43 .

Le tableau suivant rappelle quels sont les paramétres utilisés

pour chaque interpolation
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les 16 paramétres aux

sammets sont affines | génériques | génériques | génériques | génériques

les 12 paramétres aux

milieu des arétes sont affines | génériques | remplacés | remplacés | remplacés

les 16 paramétres

dans les faces sont affines | affines affines génériques | remplacés

Nous décomposons l'erreur d'interpolation en cing termes

v-Iv= (v - Hav) + (Hav - Hbv) + (Hbv - Hcv)

+(Hcv - HdV) + (Hdv -1 v).

Premier terme.

Par le théoré&me 9.1-2, pour v € W3'p(S), p > 3 , m=0,1,2 et

2
1 1 3-m
q € [l,w] tel que q > P 3 nous avons
yq-yp h>
|lv = I_ v| < cldet &|"TTP Loy
a 'm,q,S oM 3,p,S
3+3/q

< c " |y .

= pm+3/p 3,p.,8

R h

Avec l'hypothése ° & 0 et en prenant q = p,
|v = 1I_ v| < ¢ (o) h3-mlv| .

a 'm,p,S > 3,p,S

Deuxiéme terme.

Ha v - Hb v est un élément de U. Nous l'exprimons & l'aide des

paramétres et de la base de Lagrange de l'élément affine. Pour

i 1(1)4, on a (Ha v - Hb v)(Ai) =0, grad(Ha v -1 V)(Ai) =0,

b

a“rmni) (Ha v - Ty V) (Ci) =0, 82(;&1) (Ha v -l V) (Cij) = 0,

1,2,3; par suite

.
Il
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4 3
I v-1I_v= ) ] 3
i=1 j=1

-1
V] — o
z(nij)(ﬂa Voo Iy VIBi) Prspsieg el T

Par rapport & l'abscisse curviligne le long des arétes, Ha v - Hb v

est un polyndme de degré g 3, donc nul. Ainsi

o, ) Mg v - Iy vI(By )
1]
=< o(h..),n.. > 5 (I -, v)(B,.)
- i3’ "5 n,. a . bV "ij
1]
v}
= < Z(nij),nij > Gij (Ha v - Hb V)
=< 2B, .),n,. > G, (I.v-v)
B I R ij a )
On a < &(n,.),n,. > < c ||| ch.
i 14 ij ~ ~
Par le théoréme 9.1-2, pour p > % '
[Gij(Ha v -v)| g c|lv - m V|l,m,S
3
e — [v] .
= pl+3/p 3,p,S

Par le théoréme 9.1-1, pour g € [O,l], m=20,1,2 et v =17(1)28,

I\Pv°L |m,q,S s € pm |\Pv|m,q,§
n3/4
se T
P
Lo 3
Ainsi, pour p € ]E,m] , g € [O,l] etm=20,1,2
4+3/q
|[I_ v - 1 v| cch | v| .
a b m,q,S = pm+l+3/p 3,p,S
Avec l'hypothése %.s 0 et en prenant g = p > % ’
|[I_ v -1 v| < clo) B0 | v | .
a b m,p,S ~ 3,p,S

Troisiéme terme.

Hb v - Hc v est un élément de U. Nous l'exprimons a l'aide des

paramétres et de la base de Lagrange de 1'élément affine.
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Pour i = 1(1)4, (Hb v - Hc V)(Ai) = 0, grad(Hb v - Hc V)(Ai) =

v - Hc V)(Ci) =0, 9, v (I

z(mi) v - Hc V)(Cij) =0,

Y m.) My b
i
j=1,2,3; par suite,
4 3
I v=-10_v= )} }y 3,,% (I

2(n,.)

v - HC v) (B, .)
i=1 j=1 ij 1]

-~

Par rapport a l'abscisse curviligne le long des arétes,
Hb v - Hc v est un polyndme de degré £ 3, donc nul. Par suite,

gy, ) Ty v - I v)(By )

"
=< 2&(n..),n,. > anij(H v - 1 v)(Bij)

n
=< 4(n,.),n.. > Gij(I[b v - Hc V).
Pour w € Wz’p(S), notons H2 w l'interpolation linéaire de w sur
le tétraédre S avec les paramétres w(Al), w(Az), w(A3), w(A4).

Soit (i,J,k,%) une permutation cyclique des nombres (1,2,3,4).

D'aprés 6.4,

( 1 .
N v(B;) - E{an. vi(a) + N V(Az)} si j

il il il
G,.(I_ v =-TI_vVv) = <9 _ 1 .
ij b c niZV(B12) z{an' V(AQ) + an. v(Aj)} si j

i2 i2

1
P v(B,,) - ={3 v(A.) + 3 v(A, )} si j
n; 5 i3 2 N, Jj n 5 k

- {an..v - Hz(an..v)} (Bij)°
1] 1]
Nous utilisons le théoréme 9.1-2 pour Hz avec n = 3, k =1, s =

p > % j pour w =3 V€ Wz’p(S):
i3

0,

P1343i45 °F

=1,

=2,

=3'

-1
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Il

G j(IIb v - I v) |

| (W= w) (B, 5) |

IN

lw—HQ w|0’m’S

A

-y 2
cldet ] 7P n IWIZIP,S

h2

° 375 1Vl3,p,s

/A

. N
Puisque < Z(nij),nij > g ch et pour g € [l,w], m=0,1,2 et

v = 17(1)28

o 3/q
1 h
P e | e , NOUS aurons
Vv m,q,S o
3+3/q
I, v - I v| s c B " |y .
b c m,q,S = pm+3/p 3,p,S
] - h 3
Avec l'hypothése E & 0 et en prenant q = p > 5
I, v = 1_ v] < clo) 3y .
b C m’p,S N 3'pls

Quatriéme terme.

Hc v - Hd v est un élément de U. Pour i = 1(1)4, (HC v - Hd V)(Ai)=0,

grad(Hc v - Hd v)(Ai) = 0; par suite, pour les paramétres rem-
3 v)y =0, =1,2,3, i=1(1)4.
Par construction des espaces U = U(S) et VI = VI(S)c:U

placés, nous aurons aussi Gij(Hc v - 1

(voir 6.4), la restriction de Hc v - Hd v 3 une face T du tétra-
édre appartient & l'espace VI(T) défini sous 3.7; comme les 9 pa-
ramétres de cet élément triangulaire sont nuls, il s'ensuit que

la restriction de HC v - Hd v 8 T est nulle.

Nous exprimons Hc v -= I, v a8 l'aide des paramétres et de

d

la base de Lagrange de l1'élément affine. Il vient
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4
B -1
I, v=-TI4v izl 32(% )(H v = Ig v)(Cy) W, oL
4 3 N
+ 5 - oL~
121 jzl g(m, ) Mg v = g VI(Ci45) Yogesip4°k
= lzl < L(m,) > H, (I -0, v) -1
- L (my ) /oy it v a V) Pagyi o°
i=1
4 3 N 1
t1 ol < amp)my > B,V ST V) gy, 40k
i=1 j=1
= 121 < L(m,) > H (I_ v - v) L7t
- L Myl T Vo V) Pogyy ®
i=1
4 3 N 1
+i£1 j£1 < %(m,),mi > Hij(Hc v - V) \P29+3i+j° L .

Nous utilisons maintenant les majorations obtenues pour le pre-
mier, le deuxiéme et le troisiéme terme avec m = 1, g = =,

p > % et v € W3'p(S)

lHi(Hc v-v)| < clv- I Vll,m,s

< clv - Ha Vll,W,S + c[Ha v - Hb Vll, .S + c[Hb \ I Vll,w,S
3
h h
< 1+3/p |vl3,p’s {c +c 5t cl
3
h
€ el 37 MERSER
De méme
h3
IHij(Hc v - v)| g c(o) ;1;375 [V|3,p,S

pour i = 1(1)4 et j =1,2,3.
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Par le théoréme 9.1-1, pour v = 29(1)44,

|\F\)°L |mrprS $¢° pm |\F\)|mlplg
n3/P
< ¢ — .
m
P
Finalement, pour m = 0,1,2 et p > % ,
h4+3/p
IHc V- Hd Vlm,p,S s c(o) pm+l+3/p |v|3,p,S
sc@ bP vl o
4 7

Cinquiéme terme.

Comme pour le quatriéme terme, on montre que Hd v = II v est un

€lément de U qui s'annule dans les quatre faces de S; ainsi

I.v-10v= o1t

a v - II v)(Ci)

\928+i

Il o~

8, v (I
i=1 JL(mi) d

3

Y o3, nv (O
i=1 y=1 (@) 4

L—l

1

+ v = 1 V)(Ciu)

\P29+3i+u °

o L_l

I
[} D1 i

v}
QS mgdemg > B g v = DY) Whgyy

i
4 3 N

+) )} < &(m),m, > H, (T

i1 p=1 i i iy d

-1
VoIV Yogezienl e

Comme pour le troisiéme terme, notons II, w l'interpolant linéaire

L
de w € Wz’p(S), p > %. Soit (i,j,k,%) une permutation cyclique des

nombres (1,2,3,4). Par définition de I v (voir 6.4),
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_ _1 -1 21
Hi(Hd v=-IIv) = Bmiv(Ci) 3 amiV(Aj) 3 BHEV(Ak) 3 amiv(AQ)

= am.v(Ci) - HQ(Bm”v)(Ci)
i i

_ 2 _1 1
B Mg v-Tv) =3 v, =323 via) -3 viay) =73 v@)
1 1 1 1
= {Bm.v - HR(Bm_V)} (Cil) ’
1 1

Hip(nd v-I0v) = {anv - Hz(am"v)} (Cip)’ u=1,2,3.

i i
Nous utilisons le théoréme 9.1-2 pour HQ avec n = 3, k =1,
s =0, p> % ; pour v € W3'P(S), on a w = Bm v € Wz’p(S),
i
|Hi(Hd v-TIv)| = |(w- I, w)(Ci)I
N ]W - HQ/ w|0,°°,S
—yp 2
< cl|det 2| h |W|2,p,s
2
h
< c et
03/P Ivl3,p,S
h2
IHiU(Hd v-1v)|<c 3/p |VI3,p,S

pour i = 1(1)4 et v = 1,2,3.

Puisque < 2(%i)’mi > < ch et pour v = 28(1) 44

-1 n3/P
IPv ° lm g $¢C , nous aurons finalement
lpl pm
h3+3/p
Mg v = 1 Vlnp,s < wa7p 1Vl3,p,8
3-m
< c(o) h |vl3 0,5
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9.4. Erreur d'interpolation pour la variante II.

Pour un tétraédre S donné et une fonction v € W3’p(S),

%, nous notons II v € V = V(S) l'interpolant de v sur le

tétraédre S par 1'élément fini de la variante II. Désignons

par h = h(S) le diamétre de S et par p = p(S) le diam&tre de

la sphére inscrite dans S.

Théoréme 9.4.

Soient p € ]%,w] et 0 > 0. Alors il existe une constante

c(o) = c(o,p) telle que pour tous les tétraddres S avec

h(S)

Vv € W3’p(S) et pour m = 0,1, 2,

3-m
|v - 1 vlm < cf(o) h |V‘3,p,S

'P,S

La démonstration de ce théoréme est précédée par des

rappels et par trois lemmes. Rappelons quel est 1'é@lément de

référence utilisé dans cette variante;

Y]
- l'espace des fonctions de référence Ua dépend de paramétres

libres a:=(ﬁl,ﬁ2,ﬁ3,ﬁ4), ﬁi GZR3 satisfaisant

N N s — . — - f\} 1 -
L + piy + ny . 1, i 1(1)4; Ua est l'espace engendré par 16
polyndmes 31""'316 et par 12 fonctions de référence
4" A"} P . . .
ul3+3i+j(XIYIz) = wij(¢i Ui'le,Z), i=1(1)4, j =1,2,3;

Y

1 at de réfé t F. ,F P88 e
es paramé&tres de référence son 107 F 117 rFg30G10G i re-1Gyq

(voir 5.1); notons {‘Fi,...,‘?;s} la base de Lagrange correspon-

dante.
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Lemme 9.4-1.
Dans l'élément de référence avec paramétres libres a = (ﬁl,...,ﬁ4),

1'élément de la base de Lagrange correspondant au paramétre &ij

est
a
1343145

i=1(1)4, 3

Démonstration

(x,y,2)

=1,2,3.

QL o o x P
i “1 ? ' Y12),

Nous avons vu dans 5.2 que la matrice d'interpolation par rapport

-~ n
a la base ul,

\

o
ee.su

28 est

\
I16 0
M Il2

e

Cherchons la base de Lagrange

28

- 1

m-=

a
¥ )

D'aprés 2.6,

r
I

-M

~

. . a
Ainsi Y = u
n n

Y
r u
mn m

la matrice R

3

6 0

I1o

7

pour n

1(1)28.

Y]
'
(rmn) est l'inverse de [Q],

17(1)28.

|

L'élément élargi est décrit sous 5.3. Rappelons que

- l'espace des fonctions est

Ua(S)

v - n
{fuelL l; u

€

Ua(S)

’\;

}
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ol les paramétres

a(s) = (ﬁl(S),ﬁz(S),ﬁ3(S),ﬁ4(S))
sont déterminés par
~ _ _l _l
les scalaires ci étant choisis tels que
i, .(8) + uiy(S) (8 =1, 1i=1(1)4;
- les paramétres de 1'élément élargi sont les 28 paramdtres
génériques Fij , J = 0(1)3, Gij r 3 =1,2,3, i =1(1)4

(voir 5.1).

La variante II est obtenue en remplacant les paramétres

Gll,...,G43 par des contraintes linéaires dans 1'élément élargi

(voir 5.4).

Lemme 9.4-2.

h(S) <
p(s) ©

stante c(0) indépendante de S telle que, pour i = 1(1)4,

Pour tous les tétraé&dres S avec 0, i1l existe une con-

11, (8] < c(o).

Démonstration.

Introduisons les fonctions
_ =1 -1
ui(S)-— ¢i L (mi)
h (8):= diamétre de S

6,(8):= h(s) {uiX(S) + uiy(S) + uiz(S)}

qui permettent d'écrire
b, (S)

uix(S)+uiY(S)+uiz(S)

ﬁi(S) =
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h(S)ui(S)

= —— , 1 =1(1)4.
6. (S)

Par le théoréme 9.1-3,

_ -1 -1
I, @ = e || o]t e iyl
-1, -1
s he) Lo e Tl my ]
C
€ h(S) 708
< C 0

Pour démontrer le lemme, il suffit de montrer qu'il existe une

constante c(o) > 0 telle que Iei(S)] > c(0) pour tous les S

h(S)
p(S) $ 9.

avec

Puisque 6i est invariant pour les translations de S, nous pou-

vons supposer que A. = 0 et nous pouvons identifier S avec une

1

application linéaire inversible % € GL(3, IR) comme suit:

. 3 .
e,:= 0, { e2,e3,e4} base canonique de R7, z(ei) = Ai , 1 =2,3,4.

Soit (i,j,k,%) une permutation cyclique des nombres (1,2,3,4);

nous avons

JL(ek

_ —ej) X Q(eg—ej)
Hﬁ(ek—ej) x z(el—ej)l|’

mi = mi(l)

h = h(2) = max_ [|2(x) - 2(y) ||,
X,Y€
6,: GL(3, R) —/ R,

_ -1 -1
61(2) = < ¢i 2 T (h mi) ’ e2 + e3 + e4 > .

ei posséde les propriétés suivantes:



(1)

(i)

(iii)

(iv)
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6, (2) # 0 Yo e GL(3, R). En effet,
_ 3,
{hmi ’ JL(ek ej), z(el—ej)} étant une base de R7, il en

sera de méme pour

(o7t 2+ (), ¢;l(ek—ej), 07 (e,me))

{¢Tl

-1
i '3 (hmi), e, - e e e.}.

3 2" T4 2

GL(3, IR) est ouvert dans l'ensemble des matrices 3x3 et
ei est une application continue, i = 1(1)4.

0, est invariant par homothéties. En effet, Ve € R,

1

r # 0, on a

-1 -1
ei(rz) < ¢i (re) (rhmi), e, +e, +e, >

2 3 4
= ei(z).
Désignons par p(%) le diamétre de la sph@re inscrite

dans le tétradé&dre de sommets ; = Q(ej), j = 0(1)4. Alors

A
Y S h(2)
est compact dans GL(3, R). En effet, d'apr&s le théordme

h(2)
5(%) < 0, on a

9.1-3, pour les 2 € GL(3, R) avec

L _ 2 ]
Ilh(SL)|| T h(2) $ ¢, ce gqul montre que KO est compact dans

l'ensemble des matrices 3x3; de plus,
3
_ det & S p~ (1)

> C
n3(2) n3(2)

det ( X

h(l))

2 > 0.

c_
o3
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Des quatre propriétés précédentes, nous tirons que

. h(®) oA
ei{z € GL(3, IR); < ol= Gi(KO)

p(R) =
est un compact de la droite réelle ne contenant pas zéro. Par -

suite, il existe une constante c(o) telle que |ei(z)] 2 c(o) > 0

h(2)
o () s 0

pour tous les £ € GL(3, IR) avec

.

Lemme 9.4-3.

Considérons les éléments de la base de Lagrange de l'élément

fini de référence

P Y2 = W0, 0,(8)ix,y,2), 1= 14, § = 1,2,3,

13+3i+] ij
ol ﬁi(S) dépend de S comme dans le lemme 9.4-2. Soient
qg € [l,«] et m € {0,1,2}. Alors, pour tout o > 0, il existe

une constante c (o) telle que, pour n = 17(1)28,

3/4q
a(s) -1
A n °T !m,q,S s clo) m
“ = h(S)
pour tous les tétraédres S avec 5 (S) < o.

Démonstration.

D'aprés 5.2,

kPal‘.;S) - W (0L (8)5..)

=r + ulX(S)rl + uly(S)r2 + ulz(S)r3

2, ~

ol r rrqsT, et r, appartiennent 3 W ' (S). En utilisant

3

successivement le lemme 9.4-2 et le théoréme 9.1-1, nous au-

rons pour m = 0,1,2 et q € [l,m]
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a(s) -1
1177 2L h,q,s

-1 -1 -1 -1
< Iro L h,q,s + c(c){|rl°L lm,q,S+|r2°L Im,q,S+lr3°L R,q,s}

n3/4 3/q

| n +c(c;)h 'b+|r

}
m,q,S Qm {lrllmrqr§+!r2|mrqrs

£ ¢ - ro
P

n3/d
L ¢c(og) — .

m
P

| y
3'm,q,S

D'une fagon analogue, on peut montrer qu'il existe une constante
générique c (o) indépendante de S telle que, pour n = 17(1)28,

3/q
a(S)o -1 h
N L l‘n,q,S < c (o) ———pm .

%

Démonstration du théoréme 9.4.

Pour analyser l'erreur d'interpolation v - II v, nous utiliserons

trois autres interpolations.

L'interpolation Hp est l'interpolation au moyen de 1l'élément

polynomial de référence 4.3 et de ses équivalents affines; en
particulier
- l'espace des interpolants Vp est un sous-espace linéaire
des polynOmes de degré < 3 sur le tétra&dre S; dim Vp = 16;
- les paramétres de Hp sont affines-équivalents aux paramétres
de référence %ij , 3 =0(1)3, i = 1(1)4.
Pour des paramétres libres a:= (ﬁl,ﬁz,ﬁ3,ﬁ4) fixés indépendem-

ment de S, l'interpolation Ha est effectuée a l1l'aide de la

famille des affines-équivalents & 1'élément de référence;

l'espace des fonctions est

n -1 ~ n,
Ua = {uel ; ue Ua}.
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Remarquons dque
- Vp est un sous-espace linéaire de Ua; en particulier

Ha(Hp v) = Hp v quelque soit a;

- pour tout a, II_ II_ =10 ; en effet, I _ 1T v - I v est un
p a p Pp a p

élément de Vp dont les valeurs aux sommets Ai sont nulles
et dont les gradients aux sommets Ai sont nuls, i = 1(1)4;

par unisolvance dans Vp , I Ha v-I_ v=0.

L'interpolation II | est effectuée au moyen de 1'élément élargi;

Q

l'espace des fonctions est U

a(s) et les paramétres sont génériques.

Nous décomposons l'erreur d'interpolation en quatre termes

)

v-Ivs= (v—Hp v) + (IIp v - Ha(S)v

+ (Ha(S)V - HQ v) + (HQ v - II v)

ol Ha(S) désigne l'interpolation Ha avec le choix a = a(s).

Premier terme.

Soient p € ]%nmﬂ , g € [l,mﬂ , m € {0,1,2} tels que

Q=
\4
ol oy
t

Par le théoréme 9.1-2, Vv e W3’p(S)

3
< cldet g|¥a7VP B g

v - 1II
| jo) VIm,q,S pm 3,p,S
3+3
< e Lﬁ v .
~ m+3/p 3,p,S
P
Par 1l'hypothése % < 0 et en choisissant g = p > % '
|lv - I_ v] < c(o) n3™ |v| .
P m,p,S 3,p,S
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Deuxi@me terme.

On a (II. v - II v)(A,) = 0, grad v -
( L ) ( l) g Glp

a(s) V) (A,) =0,

T3 (s)
i=1(1)4. Hp v - Ha(S)V est un é€lément de Ua(S) que nous

exprimons au moyen de la base de Lagrange

4 3 a(s) -1
T v -1 = I v - B, oL
Lv - I izl jgl az(ﬁij)( p VT Tas)Y) Byy) Prisi44
4 3
a(s) -1
= 3 T v - v)(B,. S
izl jzl z(ﬁij)( p VT VI(Big) Wiag, 0L

Nous utilisons la majoration obtenue pour le premier terme avec

ij

N

selleG N v -1 vl g

s ch |v-1 vll,W,S
4

< ¢ s |Vl

h o13/p 3,p,S °

Avec %-s o, m=20,1,2, q¢€ [l,«ﬂ , d'aprés le lemme 9.4-3,
3/9
a(s) -1 h™" = _
]\Pn oL Im,q,S g c(o) = pour n = 17(1)28.

Ainsi, pour m = 0,1,2, q € [1,%] , p e]%,“’] , v ewr P

h(S)
t s < o,
e avec Q(S)
4+3/q
h
IHp v Ha(S)Vlm,q,s < clo) mr1+3/p lVI3,p,s ’
3-m
|Hp v - Ha(s)vlm,p,s < c(o) h IVIB,p,S .
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Troisiéme terme.

On a (Ha(S)v - HQ V)(Ai) =0, grad(Ha(s)v - HQ v)(Ai) =0,
i=1(1)4. Ha(S)V - HQ v est un élément de Ua(S) que nous
exprimons au moyen de la base de Lagrange

4 3

a(s) -1

LV - Tgv=1 12 13431+ ° 0 -

Ao (T v-I_ v)(B..) P
i=1 =1 t(nyg) al®) Q i3

Comme les restrictions de Ha(S)V - HQ v aux arétes de S sont

des polyndOmes de degré < 3 par rapport a l'abscisse curviligne

le long des arétes, il s'ensuit que Ha(S)V - HQ v s'annule le

long des arétes. Par suite,

4 3
- = v _ a(s) o1l
oV -y V= i§l jgl Ay > Gl v - Ty V) Prasi gl
4 3
_ n _ a(s) -1
= izl j£1 Ay > Gl VT V) Py s o

Nous utilisons les majorations obtenues pour le premier et le

deuxiéme terme avec m = 1, q = © et p > %

[Gij(Ha(S)V - v) |

g c |v=-T1_v]| +c |I_v -1
p p

l,»,8 a(s) Vllrmls

3 4
L ¢ 511375 |V| + c (o)

3,p,S p2+3/p |V|3,p,S

< ¢ (o) h2_3/p | v|

~

3,p,S °

D'aprés le lemme 9.4-3,

< c (o) , n = 17(1)28.

m,p,S
Finalement,

3-m | l

v -1 v] < c(o) h vl3,p,s

1 <
lva(s) Q m,p,S

h(S)

< 3
oim=20,1,2, pé€ ]Ey“ﬂ et 5 (S)

N

0.
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Quatriéme terme.

On a (I_. v = 1 v) (Ai) = 0 et grad(l'[Q v = I v)(Ai) = 0,

Q
i=1(1)4. HQ v - I v est un élément de Ua(S) dque nous expri-
mons au moyen de la base de Lagrange
4 3
— _ a(s) . -1
Tgv=Tvs= 1 1 3@ )0y -85 Pl .

i=1 j=1 ij

Comme HQ v = I v est un polyndme de degré < 3 par rapport &

l'abscisse curviligne le long des arétes, il s'ensuit que

HQ v = II v s'annule le long des arétes. Par suite,
4 3 N
I v-Ivs= <i{n,.)m,.> G . (I .v-1Tv
I I <amgmg, 15T ) P

JOR
© i1 j=1 1

13+3i+]

Soit w € Wz’p(s), p > %. Notons HQ w l'interpolation linéaire

de w sur le tétraé&dre S avec les paramétres w(Al),w(Az),w(A3),w(A4).
Soit (i,J,k,%) une permutation cyclique des nombres (1,2,3,4).

Alors, par définition de II v (voir 5.4),

Gij(HQ v -1 v)

4 l ] ] _
Bn. V(Bil) - f{an. V(Ak) +o V(AQ)} si j =1,
il il il

1
=¢ 3 v(B ) -30_ v(a) + 3 v(a)} si =2,
Bijp 12 2 nj, TR Bip J

2 V(Bi

1 . s
. 3 -zl v e v} sij =3,

i3 i3 i3

={o, v-I (3, v} (Byj).
1] 1]
Nous utilisons le théoréme 9.1-2 pour H2 avec n = 3, k =1,

pour w = an v € Wz'p(S)
ij

s =0, m=0, gq= o, p> 5;
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IGij(HQ v -1 v) | (w - HR(W))(Bij)l

w|

IN

lw = T

2 0,»,S

c|det 2|—Vp

A

2
B IWIZIPIS

h2

23/p vls,p,s

< ¢

Le lemme 9.4-3 nous permet d'achever la majoration du quatriéme

terme
h3+3/p
IHQ v - I Vlm,p,S < c(o) ;51375 |V|3,p,S
< c(o) p° |v|3 0,8
14 14

pour m = 0,1,2 et p € ]%y“ﬂ .
%

9.5. Théoréme pour une suite réquliére de mosalques.

Définition.

Soit Q un polyédre borné dansims. Nous définissons une suite

réguliére de mosalques sur O de la fagon suivante

(1) le n-é&me élément de la suite est une mosalque de Kn
tétraédres K
n
0 =l l S (voir 1.2);
k=1 X/

(ii) i1 existe une constante o > 0 telle que

h(s )
\/nEEN NG )

k,n

£ o pour k = 1(1)K_ ;
n

k,n

(iii) la suite des mosalques est telle que la suite correspon-

dante des h := max h(s
k=l(l)K.n

) converge vers 0.
k,n El
r
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Théoréme.
. o ~ 3 vz .
Soit §§ un polyédre borné dans IR°. Nous considérons une suite

réguliére de mosalques sur Q. A la n-&me mosalque S n""’SK
14

1 ,n

n
de la suite, nous associons

hn:= max h(Sk n) et
k=l(l)Kn !

Vrl l'espace de type élément fini correspondant sur Q;
nous supposons que les restrictions V]S des fonctions v € Vn

k,n
appartiennent toutes & la variante I-C ou bien toutes 3 la

variante II. Soit

3 3
Hn: W ’p(Q) _)Vn r P e]_l‘”] ’

l'interpolation globale sur Q par une fonction de type é&lément
fini sur la n-é&me mosalque. Alors

(i) 1l existe une constante c(og) = c(o,p) telle que pour

vew'P@), m=0,1,2 et n €N

n, v - v < c(o) hi—m |

m,p,Q VI3, p,0f

(ii) si p € ]%yw[ et v € Wz’p(Q), alors Ye > 0 HNE tel que

pour n » N_ :awn € v avec||v - wn,e” 2,p,0 < €

14

Démonstration.

(1) Nous utilisons les théorémes9.3 et 9.4. Dans le cas p < =,

|v - I, V,m,p,Q
Xn P Vp
= -
{k£1 | v n V|m,p,Sk n}
Kn 3-m p ,Vp
< c(o) h S ) |v
{kzl { ( k,n | l3,P,Sk’n} }
K
3-m n P Vp
h
< clo) ho {kzl |V|3’p’sk,n}
_ 3-m
= c¢(o) h_ |v[3’p’§2 .
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Dans le cas p = =,
v - IIn vlm,w,Q
= max |v - L vlm o S
k=l(l)Kn " ""k,n
< max c (o) h3—m(sk 2 ]vl3 o S
k=l(l)Kn ! " ""k,n
< c(o) B°™ nax Iv[3 o S
k=1(1)K " '"k,n
n
_ 3-m
= c(0) h_ |V|3,w,Q .

(ii)

Soient p € ]%,W[ , VvV € Wz’p(Q) et € > 0 donnés. Etant
donné que Q est un polyé&dre borné et que p < «, c”(Q)
est dense dans Wz’p(Q); il existe donc w_ e Cm(ﬁ) tel

que ||v - w_|]| < g¢/2. Par la premiére partie du

e 2,p,0

théoréme,

1li I - = 0;
nigll n Ve WEH 2,p, !
il existe ainsi un N_ tel que ¥Yn 3 N T w - w
€ e'""'n g

Posons wn €:= Hn w€; nous aurons finalement
’

< g 'Vn > N .

W evVv_etl]lv-w_ |
n,c n n,e 3

14

#.

e” 2,p.8

<g/2.
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§ 10 REMARQUES SUR L'UTILISATION PRATIQUE DES ELEMENTS.

10.1. Généralités sur l'intégration numérique.

Soit S un tétraédre, V = VI ou VII une solution du probléme

élément fini 1.2. Pour u, v € V, notons

B

a aau 0 V
o

ol aaB: S —> R sont continus. Nous considérons la forme bi-

linéaire pour un élément
a: VxV—7R
a(u,v):= [ P(u,v).
S

Nous nous intéressons au calcul des coefficients
a(Vile)l ilj = 1(1)1e,

ol {v,,...,v, _} est la base d'Hermite de V. L'intéré&t de ces

1 16

coefficients apparait dans la résolution, par la méthode des
é€léments finis, de certaines équations différentielles aux dé-
rivées partielles. Par exemple, pour l'équation biharmonique
(voir 1.4), P(u,v) = Au Av et

1 siaoaetpe{(2,0,0, (0,2,0), (0,0,2)1},
a =

a .
B 0 sinon.

Revenons au cas général. Par un changement de variables,

a(vi,vj) = |det L] ng(vi,vj) o L.

Les intégrales sur le tétraédre de référence sont approchées

-

da l'aide d'une formule de quadrature

K
v v
a(vi,vj) N |det L] kzl q P(vi,vj)(LQk).



182 10.2

Il existe de nombreuses formules de quadrature

NN
{(Qk,qk), k = 1(1)K}

pour le tétraédre de référence (voir par exemple STROUD [13]).
On peut poser

o
qy i = |det L|qk roQui=

|

iy
W‘D
-

I
-
=
X

L'approximation s'écrit
K

a(Vi:Vj) v Qe P(Vi'vj)(Qk)’ i,j = 1(1)1s.

k=1

Cette formule présente 1l'inconvénient de requérir 256K évalua-

tion de P pour chaque €lément (136K lorsque P(u,v) est symétrique).

10.2. Tableaux de référence.

Nous traitons maintenant le cas particulier V = VI

(variante I-C) et a € R (coefficients constants par élément).

op
Pour calculer a(vi,vj), il suffit de calculer les tableaux
d'intégrales

af _ of _
R = (ru\))l H,v = 1(1) 44

ot r*f = f u
uv & u v

et {ﬁl,...,ﬁ44} sont les fonctions de référence (voir 6.2).

En effet,
44 44

a(v,,v.) = ) } ot .t .oa(u ,u)
s LY P ' S B TR

a(u ,u) = ) 3a [ % BBuV
H la]<2,|8]<2 s

[ 3% afu = 3% o17h B o17h

S H Vo s H v
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1

=[{ ] cz(aYuu)o Ly { ¥ cg(aéﬁv)o L "}

S [y|=]a] 181=18]
8 Y " -1

= N <% ¢ [ (3'u 3 u)eL
lvI=lal l6]=[8] ¥ °L(® v

= |det L| J I e b rzf

|v[=la]| [s]=|8]
Les tableaux R*® avec la|] = i et |B] = j sont appelés

tableaux de référence d'ordre (i,j). En tenant compte de la

relation
rO‘B = rBa , 1l.e. ROLB (RBQ)T,
[SRY VU

le nombre de tableaux a considérer est au plus de 55. Pour
l'exemple 1.4, seuls les tableaux d'ordre (2,2) apparaissent

et le nombre de tableaux 3 considérer tombe i 21.

Remarque.

Les fonctions de référence Hu + b = 1(1)28, sont des polynbmes
= . . - av LBV

de degré < 3 par morceaux. Par suite, les intégrands 3 uua u

sont des polyndmes par morceaux de degré < 6-|o|-|B|. Des for-

oB

4

mules de quadrature simples permettent de calculer r
u,v = 1(1)28, de fagon exacte. Le nombre de morceaux 3 considérer
est de un si p < 16 et v £ 16. Ce nombre est de trois dans les

six cas suivants

-

17 £ u € 28 et v g€ 16
U< 16 et 17 £ v £ 28,
uw,v € {17,18,19},
u,v € {20,21,22},
u,v € {23,24,25},
U,V

€ {26,27.28}.
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Dans tous les autres cas, il faut considérer huit morceaux;
Y

on divise d'abord S en quatre tétra&dres ayant pour base les
o . 1 1 1

faces de S et possédant en commun le sommet C = (Z T
deux de ces tétraédres partiels doivent é&tre encore divisés
5y
en trois parties ayant le centre de gravité d'une face de S

pour sommet commun.

10.3. Tableaux réduits.

Nous montrons maintenant qu'il suffit de ne calculer

qu'une partie des 106'480 coefficients des tableaux de référence.

Premidére réduction.

Soient I = {1,2,...,44} et

I

En utilisant les automorphismes {al,...,a4} du tétraédre de

Il

{1,2,3,4,17,18,19,29,33,34,35}.

référence (voir 4.1), nous montrons qu'il suffit de calculer

rOLB avec 0 € I, et v € I.
oV 1
v
En effet, uu + U € I, peut s'écrire (d'une facon unique) sous
la forme
N " - i
uu =u ea,” , 0 € Il , ie {1,2,3,4}.

Y
En remarquant que uv peut se mettre sous la forme

v N -1
u =u eqa, , TETI,
v T i
et que |det a;l| = 1, nous aurons
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op o, -1 B v -1
iy fg 37 (u e a, ™) 37 (U e 0,7)

= [ A ) cX (1) BYHO}° olt ¢ ) cB(i) aﬁﬁT}oaI

i §
g vl=lal Y |6]=18]
= ca(i)ci(i) [ 6" %) el
[vl=lal l8]=[8] " o (S)
o ,.y B, g
= c_ (i)c. (1) r .
: $ oT
Iv|=lal [sl=]8]
Deuxiéme réduction.
n v} AV
Notons P l'espace linéaire engendré par {ul,...,ul6},
r% W
%10
%ll
12 \ 16
F:= ¥y : B—> R (voir 4.1).
§20
%"J.-
43
N J

Y] Y
D'aprés 4.3, le probléme d'interpolation F est P-unisolvant;

{Gl,...,HlG} est la base de Lagrange de %. Etant donné que pour

u = 1(1l)1l6 Baﬁu € %, nous aurons
16
oV o v
d7u = ) LS
42 ou
oy o a L _ N oy
avec nlu.— Flo(a up),..., ﬂl6u. F43(8 U).
Par suite,
oB 16 o (000)R
ro = Y m c vSi 0 us 16,
H g=1 3!
16
ruB = 7 B a (ooo) . 0< v < 16.
uv =1 Y THoT
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I1 n'est donc pas nécessaire de calculer et de mémoriser
rOLB dans les deux cas
wy

lo] > 1 et ug 16,

[B] > 1 et v g 16.

Remargue.

Comme dans 1.4, il se peut que les ordres (0,0), (1,0) et (2,0)
n'apparaissent pas tous dans P(u,v). Cependant, la deuxi&me

réduction peut faire appel & des tableaux de ces ordres.

Tableaux réduits.

Le nombre d'intégrales a calculer et & mémoriser pour déterminer

les tableaux de référence s'établit comme suit.

: .
S 80
ﬁ . LG nombre de coefficients
Q0 ~ O o 5 - .
" 0 B3 o 3 aprés les deux réductions.
24 e} - .
S % 2-“ ~ o~§ % 5 (voir remarque précédente)
28 | 85 0| 8908
89 | §9% | 5E .8
o+ cn ™ S 040
(0,0) 1 484 1X11X44 = 484
(1,0) 3 1452 3X 7X44 924
(1,1) 6 2904 6X 7X28 1176
(2,0) 6 2904 6X 7X44 1848
(2,1) 18 8712 18X 7X28 3528
(2,2) 21 10164 21X 7X28 4116
TOTAL 55 26620 12076
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