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m Prérequis

Nous supposons que |'é éve a préalablement étudié
1° le chapitre Statistique descriptive
2° le chapitre Probabilités.

§ 1 Variables aléatoires discretes

Dans ce paragraphe, nous nous limiterons au cas ou la variable statistique ne prend qu'un nombre fini de modalités.

81.1 Notion devariable aléatoire

= Exemple

On lance deux dés et on compte le nombre de six obtenus, c'est-a-dire

25

X =0 avecprob. po=3

5_25
6 36
X=1 avecprob. p;=2xg 2=z
X =2 avecprob. pp=g¢ g =35
Commentaires:
Comme dans les exemples du cours Satistique descriptive, les modalités 0, 1, 2 sont affectées de fréquences %, %,%.

Ici cependant, les fréquences ne proviennent pas de I'observation mais d'un modéle mathématique. Les fréquences
théoriques sont appel ées probabilités.
m Variable aléatoire

Dans le § 1, nous supposons que la variable aléatoire est discréte; de plus nous supposons que la variable ne peut
prendre qu'un nombre fini de valeurs appeléesissues Xg, X, ..., Xk-

On appelle variable aléatoire une fonction qui, & chagque issue fait correspondre une probabilité po, p1, ..., Pk

Les probabilités doivent vérifier les conditions

K
[P0 20, p1 =0 ..., px=0] et Zpi =1
i =0

Pour I'exemple,

P (X=0 25
(—)—& Po
P(X=1 10
(7)*§*p1
1
P(X=2)-— - p,
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Le diagramme a bétons de la variable aléatoire est appelé diagramme des probabilités de X:

Probabilité
0.7}

0.6F

Plus généralement, X désignant une variable aléatoire, |a probabilité de lamodalité x; est

P X=X =pi]

= Fonction derépartition

Dans les exemples du cours Statistique descriptive, nous avons considéré la fonction fréguences cumulées que nous
pourrions appeler ici probabilités cumulées mais|'usage veut que cette fonction sappelle fonction de répartition:

FXx) =P (X=<Xx)|

Pour I'exemple,

F (x) =0 pour x <0
F(x):% pour O0<x<1
F(x):% pour 1<x<?2

F (x) =1 pour 2 <X

Probabi | it és cumul ées

1.0 [ ——
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Plus généralement, pour une variable a éatoire n'ayant qu'un nombre fini de modalités,

F(x)=0 pour X < Xg

F (X) = po pour Xg <X < X3

F (X) =po+p1 pour Xi <X <Xz

F (X) =po+... +Pk1 POUr Xg.1 <X < Xg
F(x)=1 pour Xk < X

m Exercicel.l-1

On donne lavariable aléatoire X définie par le tableau suivant

Modal i t és |Probabilités
Xi Pi

1 0.3

2 0.4

3 0.2

4 0.1

a) Déerminez P(X < 3), P(X > 3), P(X = 2).
b) Représentez |e diagramme des probabilités de X.
C) Représentez la fonction de répartition de X.

d) Exprimez |es probabilités suivantes au moyen de lafonction de répartition
P(1< X <3),P(X>3),P(X=2
de telle maniére que les réponses soient valables pour toute distribution X.

§1.2 Moyenne, variance, écart-type

m Espérance mathématique

En Statistique descriptive, nous avons vu que la moyenne empirique se cal cule comme suit:

m:ixi fi
i =0

Maintenant nous remplagons
lavariable statistique par une variable aléatoire (= variable statistique théorique) notée X;
les fréquences par |es probabilités (= fréquences théoriques);
la moyenne m par |I'espérance mathématigue (= moyenne théorique) notée u, px ou E(X).
On obtient

k
x = E (X) = )\ xi py ou E(X) = )\ xi p (X=X)
i =0 i

Théoréme
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Pour des nombresréels a, b et des variables a éatoires quelconques X et Y, on a
E(@aX+b)=aE (X)+b
E (X+Y) =E (X) +E (Y)

Démongtration  (facultatif)

Soit  E (X) :in P(X=x;); alors

E(aX+b):Z(axi+b)P(aX+b:axi+b Z (axj +b) P (X=x;) =
i=0 i=0
k k k
aZx.P(X:x,)+bZP Z =Xj)+b=aE (X) +b
i -0 i =0 )
Soi t Zy, (Y =yj); fusionnons|esnmodalités
{X11 X21 L | Xkl yll y21 L | ym} = {Zl! 221 L | Zn}
avec | es probabilités
P(X+Y=2) =
P(X=xj)+P(Y=yj) s"il existeuni et unj telsquez, =x; =yj;
P(X+Y=2z)=P (X=x%x;)s' il existeuni tel quez, =x;
mai s pas dej tel que z, =y;j;
P(X+Y=2z)=P(Y=yj) s'il existeunj tel quez =yj;
maei s pas dei tel quez; =X;.
k
(X +Y) er X+Y:zr):inP( Zy, (Y=y;) =E(X) +E(Y)
i =0
= Exemple

Pour jouer au jeu suivant, il faut payer 1 Fr par partie. Une partie consiste a lancer une paire de dés. On gagne alors 3 Fr
par six obtenu.

Quelle est I'espérance de gain net d'une partie ?

D'une part, G désigant le gain net d'une partie,

G=-1 avecprob. 2
G=2 avecprob. 2
1
G=5 avec prob. %
25 10 1
Zg, (G=¢gj) = (-1) — +2x—+5x—=0

36 36 36

D'autre part, X désigant e nombre de six obtenu en une partie,
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X =0 avec prob. 2

36

X =1 avecprob. 3

X =2 avecprob. o
K 25 10 1 12 1
E(X):inP(X:xi):Ox—+1x—+2x—:—:—
- 36 36 36 36 3

G=3X-1
1
BE(X)-1=3x—-—-1=0
3
Onaainsi illustré la premiére formule du théoréme précédent:
E(3X-1)=3E (X) -1
I1lustrons maintenant la deuxieme formule. Notons U; e nombre de six donné par le premier dé

U, =0 avec prob. 5 1 1

: E Y R
(Up) X6+ X6 5

ok oo

U, =1 avec prob.

et U, le nombre de six donné par e deuxiéme dé:

U, =0 avecprob. 2 5 1 1
1; E(W)=0x—+1x—=—
U, =1 avecprob. ¢ 6 6 6
D'une part,
1
U+ =X E(U1+U2>:E(X):§
D'autre part,
E U E (U 1 1 1
(U) +E( )—g+6—§

Onaainsi illustré la deuxieme formule du théoreme précédent:

EU +W) =E (U) +E (L)

m Variance

En Satistique descriptive, nous avons vu que lala variance se cal cule comme suit:

K
V:Z(Xi -m?f,
i-0

Maintenant nous remplagons
lavariable statistique par une variable aléatoire (= variable statistique théorique) notée X;
les fréquences par |es probabilités (= fréquences théoriques);
lavariance empirique v par lavariance théorique notéeV, Vyx ou V(X).

On obtient
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k
V (X) = > 6 —E(X))?py
i =0

m Ecart-type

En Satistique descriptive, nous avons vu que |'écart-type se cal cule comme suit:

s=v = Z(Xi -m?f,

Maintenant nous remplagons
lavariable statistique par une variable al éatoire (= variable statistique théorique) notée X;
les fréquences par |es probabilités (= fréquences théoriques);
I'écart-type empirique s par |'écart-typethéorique noté o, ox ou S(X).

On obtient

k
ox =YV (X) = | ) (xi ~E(X))?py
=0

m Exercicel2-1

On définit une distribution de |a maniére suivante:

Mbdal i t és |Probabilités
Xi Pi

0 %

: :

6

9 %

a) Représentez graphiquement
* le diagramme a batons des probabilités;
* lafonction de répartition.

b) Calculez I'espérance mathématique, la variance théorique et |'écart-type théorique.

m Exercicel.2-2

On donne lavariable aléatoire X définie par le tableau suivant
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Modal it és |[Probabilités
Xj Pi

1 0.3

2 0.4

3 0.2

4 0.1

Calculez I'espérance mathématique, la variance théorique et |'écart-ty pe théorique.

m Exercicel.2-3

Pour une tombola, on fait des paguets de 6 billets danslesquelsil y a deux billets gagnants.
Quelqu'un décide d'acheter les billets d'un paguet jusqu'a ce qu'il obtienne un billet gagnant.
Combien de billets peut-il Sattendre a acheter ?

m Exercicel2-4

Un club de football doit rencontrer successivement trois adversaires. On estime ses chances de gagner respectivement a
0.6, 0.2 et 0.4 et ses chances de faire match nul respectivement 2 0.2, 0.3 et 0.4. Un match gagné rapporte 2 points, un
match nul 1 point et un match perdu 0 point.

a) Quel nombre de points peut-on espérer pour chague match ?
Pour lestrois matches ?

b) Quelle est la probabilité que le club récolte au moinstrois points ?
C) Quelle est la probabilité que le club récolte au moinstrois points sachant qu'il a perdu son premier match ?
d) Quelle est la probabilité que le club ait perdu son premier match sachant qu'il arécolté au moinstrois points ?

8§ 1.3 Distribution de Bernoulli

On appelle distribution de Bernoulli une distribution qui ne prend que les deux valeurs 0 ou 1.

{X =1 (réussite) avec prob. p
=1-

X=0 (échec) avec prob. ¢ p

m Espérance mathématique

k
ux=E (X) = ) xi pi =0q+1p=p
i =0

m Variance

k
VX) = ) (i —E(X)%pi = (0-p)®g+ (1-p)?p=p>q+q?p=pg (p+d) =pq
i =0
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» Ecart-type

ox =VV (X) =+/pq

= Exemple
On lance un dé et on compte le nombre de six obtenus, c'est-a-dire

X =0 avec prob.

{X =1 avec prob.

ok olu

ux = E(X) =p =

V(X)=pq-=

o

e

ox=Vpa =

w
cn|°"

m Exercicel3-1
Pour la distribution de Bernoulli

X =0 avec prob.

{X =1 avec prob.

Wik WN

a) représentez graphiquement
* le diagramme a batons des probabilités;
* lafonction de répartition;

b) calculez |'espérance mathématique, |a variance théorique et I'écart-ty pe théorique.

m Exercicel.3-2

On lance 24 fois une paire de dés et on compte e nombre de double six obtenus.
Si I'on obtient au moins un double six, on gagne; sinon on perd.

Calculez I'espérance mathématique de gagner.
Calculez aussi la variance théorique et |'écart-type théorique.

8§ 1.4 Distribution binomiale

= Exemple

On lancetrois dés et on compte le nombre de six obtenus, c'est-a-dire

X =0 avec prob. Po = |

X =1 avecprob. p;=3x
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N
o|o

X =2 avec prob. p2 =3 (

ok Ok
-
w

X =3 avec prob.

_—

=)
w
|

On peut interpréter cette variable aléatoire comme éant la somme de trois variables de Bernoulli indépendantes de
méme distribution

X; =0 avec prob.
X=X +X +X3 ou {XJ 1 avec prob
j = v :

Cette distribution est appel ée distribution binomiale (3, %).

s Généralisation
On appelle distribution binomiale (k, p) lasomme de k variables de Bernoulli indépendantes de méme distribution dont
la probabilité de succés de chacune est p, c'est-a-dire

X =0 avec prob. p
1

X=X +Xp+... +X ou {ijl avec prob. q =

Le calcul des probabilités nous a appris que

X =0 avec prob. po = C§ p° gk = g

X =1 avec prob. pp = CEptgkt=kpqgk?

X =2 avec prob. p2 = Cs p? gk-2

X=j avec prob. [P =GP a7
X=k-1 avecprob. pyi=C,pktqgl=kpklq

X =k avec prob. pk = C¢ pk q° = pk

= Espérance mathématique
k
px = E (X) :in pi =kp
i =0

Démondtration : d'apréslethéorémedu § 1.2,

EX)=EXg+X+... +X) =E X)) +EX) +... +E(X) =p+p+... +p=kp
m Variance

k
V(X) =) (xi —E(X))?p;i =kpg

i =0
Démongtration (facultative)
La démonstration de cette proposition sort du cadre de ce chapitre. Elle est basée sur |a proposition suivante:

S X et Y sont des variablesindépendantes, alorsV (X +Y) = V(X) + V(Y).
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Lesk variables de Bernoulli qui interviennent dans la distribution binomial e sont indépendantes. Donc,

V (x) =
V (Xg+Xo+... +X) =V (X)) +V (X)) +... +V (X)) =pg+pg-+... +pg=kpg

m Ecart-type

m Exerciceld-1

Pour le cas particulier k = 3, vérifiez les formules suivantes pour tout p:

K
ux:E<X):ZXi pi =k p
i=0

k
V(X) =) (xi ~E(X))?pi =kpg
i =0

ox =+/kpq

m Exercicel4-2
On lance dix fois une piéce de monnaie.

a) Calculez la probabilité des événements suivants:
on a obtenu exactement 5 faces;
on aobtenu moins de 4 faces.

b) Quel est I'écart-type du nombre de faces ?



