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8 2.1 Norme d'un vecteur, vecteur unitaire

= Normed'un vecteur

Nous avons étudié, en premiéere année, que |'on peut représenter un vecteur par des fléches. Celles-ci représentent le
méme vecteur s elles ont

laméme direction,

le méme sens et

la méme longueur.

Le vecteur O est représenté par un point.

Définition: lalongueur du vecteur Uest appel ée norme de U et est notée 11 U 1.

m Propriétésdelanorme

- -
Pour tous les vecteurs u, v et pour tous les nombresréelsk, on a

nun =0
Ui =0 = 6:6
PK-Un =1 K U

- - - -
U =nvio <nu+vi =nun+nviu
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Cette propriété est appel ée inégalité triangulaire car pour tout triangle (éventuellement dégénéré), lalongueur d'un coté
est supérieure ou égale a la différence des longueurs des deux autres cotés mais inférieure ou égale a la somme des
longueurs des deux autres cotés. Le lecteur est invitéaillustrer cette propriété.

m Expression delanormedansun repére orthonormé

Par rapport a un repére orthonormé (O, i, j), on donne les points P(x, y), A(X1, Y1), B(x2, y») €t on considéere les

vecteurs

y ‘P yZ
. | 1%
u |
0 = X T X2
I G\I:\/X2+y2
I TB\|:J(X27X1)2+(V2*Y1)2
Exemple: Ladistance entre les points A(—2; 3) et B(4; —5) est
I TB\I =1 (4__5(__? ) =1 (_68) =162+ (*8>2 =10

Remarque: Attention

\32+42 £+/9 ++/16 =3+4-7 mais
\/32+42 -/9+16 =+/25 =5

m Vecteur unitaire

Définition: un vecteur unitaire est un vecteur dont lanorme est égalea 1.
0.8 . > 2
Exemple: le vecteur (—O 6) est unitairecar \ 0.8+ (-0.6) = 1.

e il 7 7 - . — - - Y . .z Y i
Proposition: un vecteur non nul v étant donné, il existe exactement deux vecteurs u;, U, qui sont alafoisliésa v et
unitaires.
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En effet, nous cherchons des vecteurs de laformek - v qui sont unitaires

k-Vi=1l e 1 ki -uvni=1 = 1 ki =

On obtient deux solutions

1 -1
ki = ~ ou kp= =
v [IRAN
— 1 - — -1 -
u; = \' ou Us = \'
- -
IVl IR

8 2.2 Produit scalaire de deux vecteurs

= Rappel du théorémedu cosinus

Dans le théoréme du cosinus a2 = b? + ¢ — 2bccog(a), leterme —2bccosa) représente la correction & apporter au
théoreme de Pythagore. | solons la moitié de ce terme correctif:

1
bccos(e) = 5 (0? + ¢% - &)

C'est cette forme du théoréme du cosinus que nous allons appliquer au triangle formé par deux vecteurs.

= Théoréme du cosinus pour deux vecteurs

. , . , N . - o
Il Sagit de récrire le théoréme du cosinus avec les vecteurs u, V:

AC:V; b= ||V||;
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AB:G; C:llan;
CB:CA+AB=—T/+G; a:..G—Vu;

L'angle a désigne |'angle entre les deux vecteurs uev.
Le théoréme du cosinus devient

— — 1 — 2 — 2 — —2
IuIVileos(@) = (Il + Vi = u - V]

Le membre de droite peut sexprimer avec |es composantes des vecteurs par rapport a une base orthonormée

1

1/ .2 L2 1 02
E(IIUII HIVIE = [[u -V )=2((u%+u§)+(v%+v§)—(<u1—v1)2+(uz—v2)2))

= E(uf+u§+v§+v§—ui+2u1v1—v§—u§+2u2v2—v§)
= U Vi+ Uy Vo

Finalement,

| — —
lullllvilcos(@) = L1Vvi + Up Vo

m Définitions du produit scalaire

Chacun des deux membresde |'équation précédente est dénommé produit scalaire et est noté u.v

Ainsi, par rapport a une base orthonormée, en notant a = A(ﬁ, \7),

—_ — — — . .
U.vV=u un nVvVu Cos (a) (Voir Formulaireset tables)
- — Ui Vi
u.v = . = UpVy+ UV

us V2

. . . g el - . —_— —
Dansle cas particulier ou u=0ou v =0, onconvientque u.v =0.

= Signedu produit scalaire, orthogonalité

En tenant compte des propriétés de la norme dans I'expression Ut 1V i cos(a), on obtient

u-vs>0 = (G#S, \7¢5 et cos (a>>0)
= (Gia, \7;&6 etaest@g)

u-v<0 = (G#B, \7;&6 et cos (a><0)
= (G¢6, \7;&6 et a estobtus

u-v=0 = (ﬁ:a V=0 ou cos (a):o)
— [i-0, V-0 oua e doi)

Dans ce dernier cas, on dit que les vecteurs U et v sont orthogonatlix et on note u-L v

Lutv = u.v-0 |

En composantes dans une base orthonormée

up Vi
L = Up Vi + UpVvy =0
o) V2
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Inter prétation géométrique du produit scalaire

—

Dans lafigure suivante, H est le pied de la perpendiculaire abaissée de C sur la droite AB (on dit alors que AH est la

projection orthogonale de E sur ladirection de AB).

Perpendiculairement a AB en A, on areporté lalongueur de AB (il sagit plus précisément de I'image du vecteur AB par
une rotation de 90° dans le sensrétrograde autour de A).

- AB-AC

Dansle casou l'angle @ est aigu, |'aire de la surface grisée représente le produit scalaire AB- AC

||A§|| . ||?H||: HA—B>H -(HH:H cos (a)):A_B)-R

Dansle casou l'angle « est obtus, I'aire de la surface grisée est égale al'opposé du produit scalaire AB- AC

" ABi - AHu = i ABi - (H ACI cos (180°—a)) =

||TB|| . —HEH cos (a)):—,?B)-E

m Propriétésdu produit scalaire
Pour tous les vecteurs G, \7, wet pour tous les nombresréelsk, on a
u- (\7 +\7v) —U-ViU-w (distributivité)
U-v=v-u (commutativité)
(kﬁ) Vo=U- (k\7) -k (G.\7)
N 5 2 3 . 3 ;
u = ( nou ) (lecarréscalaireest égal au carrédelanorme)

Pour les démonstrations, on peut exprimer tous les vecteurs dans une base orthonormée. Par exemple, pour la
commutativité exprimons chacun des deux membres en composantes puis comparons:

- > uq Vi
u-v = . =Up Vs +UxV
Us Vo 1 2 %2

SN Y; u T
vV -u ( 1) . ( 1) =Vq Ug +Vy Uy, cequiétablitl'égalité.
V2 uz
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Le lecteur est invité a démontrer |es autres propriétés.

m Exemple 1 (probléme résolu)

Dans un repére orthonormé, on donne A(-2; 3), B(5; 1), C(0; —3). Calculez le produit scalaire A—)B E

AB-AC:( 2) : (_6) ~7.24(-2) - (-6) =26

m Exemple 2 (problémerésolu)

ABC est un triangle équilatéral de 6 cm de cdté; K est e milieu du segment AC; L est e milieu du segment KB.

_ s — —— — — — —

Calculez les produits scalaires AB-AC, BK-BC, AB-BL, CA-KB,

A B

AB.AC= 1 ABi 1 ACi cos (A (TB, TC)) =6-.6-cos (60°) =18

BK.BC= 1 BKi 1 BCi cos (A (BK, Bc)) =~ 6008 (30°) =27

AB.BL = 1 ABi 1 BLiI coOS (A (AB, BL)) -6.- " .cos (150 °) = - —

CA L KB donc CA-KB-0
= Angleentre deux vecteurs
Dela définition du produit scalaire, on tire

G- \7 Ui V1 +Up Vo
cos (a) = —— — =
nun v \/u%+u% \/vf+v§

m Exemple 3 (problémerésolu)

Dans un repére orthonormé, on donne A(2; 3), B(5; 1), C(4; 0). Calculez lesanglesdu triangle.
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S B P MDD
U o o o v o
:

-0.5¢ C

— 3 — 2 — -1
8- 5], A [5) Be- ()

AB - AC 3.2+ (~2) - (-3) 12 12
cos (a) = -

I A—B)H I Eu \/33+ (_2>2 \/22Jr (_3)2 V13 13 13

12
o = arccos (—) =~ 22.62°
13

Durant le calcul précédent, on auraremarqué que le triangle est isocéle. Par suite

180 ° -«
B:Yziz =~ 78.69°

m Produit scalaire et théoréme du cosinus

C'est en appliquant |e théoreme du cosinus a la géométrie vectorielle que nous avons construit le produit scalaire. Celui-
ci est donc apparu comme une conséguence du théoréme du cosinus. Nous montrons maintenant que la réciproque est
vraie, a savoir que le théoreme du cosinus peut se déduire des propriétés du produit scalaire. En effet, pour un triangle
de sommets ABC, en utilisant les notations usuelles, on a

_ 2 s 2 _ 2 S —i _ 2 s 2
aZ:BC:(BA+AC) =BA +2BA-AC+AC =BA -2AB.AC+AC
_ 2 —> —> —2
=BA -2 1 ABui 11 ACi cos (a) +AC =c?-2cbcos (a) +b?

=b%2+c?-2bccos (a) ]

Ceci montre que, en calcul vectoriel, il est possible de se passer du théoréme du cosinus. Il est d'usage de remplacer ce
dernier par les propriétés du produit scalaire.



