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8 3 Fonctions logarithmiques

Edition 2007-2008 / DELM

= Lienshypertextes

Cours de niveau standard:
http://www.del eze.name/marcel /sec2/cours/L ogarithmes/L og-Cours _standard.pdf

Exercices correspondants (pour les niveaux standard et avanceé):
http://www.del eze.name/marcel/sec?/cours/L ogarithmes/L og-Exercices.pdf

Supports de cours de mathématiques, niveau secondaire |1 (page mére):
http://www.del eze.name/marcel/sec?/cours/index.html

= §83.1 Notion delogarithme

= Fonction exponentielle de base a (rappel)
Lafonction exponentielle de base a, notée x — a*, peut se définir comme suit :

1° aune suite arithmétique, on fait correspondre une suite géométrique de la maniére suivante

2° pour obtenir des valeurs intermédiaires,
on insere, dans I'ensembl e de départ, des moyens arithmétiques (nombres rationnels)
et, dans |'ensemble d'arrivée, les moyens géométriques correspondants.

3 on prolonge contindment pour obtenir lafonction exponentielle
f:R—]0; o ,xa*.

= Fonction logarithmique de base a (définition)
Lafonction logarithmique de base a, notée x - 1og,(x), peut se definir comme suit :

1° aune suite géométrique, on fait correspondre une suite arithmétique de la maniére suivante

2° pour obtenir des valeurs intermédiaires,
on insere, dans I'ensembl e de départ, des moyens géométriques
et, dans I'ensemble d'arrivée, les moyens arithmétiques correspondants (nombres rationnels).

3 on prolonge contindment pour obtenir lafonction logarithmique
log,: ]0; ¢ — R, x> log,(X).
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Premiérespropriétésdu logarithme

log, (1) =0
log, (@ =1
log, @ =n

Nous verrons plus tard que cette derniére propriété est valable, non seulement pour tout neZ maisaussi pour tout neR .

m | ogarithmedécimal (ou logarithmevulgaire)

Le logarithme de base 10, noté log, est appel é logarithme décimal (ou logarithme vulgaire):
log (x) = log,,(x)

X |...|0.001|0.01|0.1|1|10|100|1000|...
g0 . 3 | 2 2101212 3 |..
1.0
)
o5 2 4 6 8 10 12

Cette fonction est programmée sur votre calculatrice. Calculez
log(0.1), log(1), log(10), log(100).

Notez la propriété
log(10") = n

Aujourd'hui, le logarithme décimal est encore utilisé pour quelques définitions traditionnelles, par exemple en chimie ou
il sert adéfinir le pH d'une solution.

pH d'une solution

Le pH d'une solution est I'opposé du logarithme décimal de la concentration desions H*, cette concentration étant
exprimée en mole de ions H*par mole de solution :

pH =-log[H*] ou [H*] = concentration molairede H*.
Dire gu'une solution est de pH 7 signifie

-logH*]=7
log[H*] =-7
[H*]1=10"7 cest-&direquil yalionH* pour 10 millionsde molécules de solution.

m L ogarithmenaturel (ou logarithme népérien)
Lenombree
Actuellement, pour les logarithmes, la base la plus utilisée est la base e ~2.718
On peut obtenir le nombre e comme limite d'une sérieinfinie
1 1 1 1 1

e:1+—+—+

=t et + ..
1 12 1.2.3 1.2.34 1.2.345

=2.71828182845904523536028747135266249775724709370...
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En mathématiques, e nombre e est un nombre aussi important que le nombre 7.

Les raisons pour lesguelles on a choisi cette base seront expliquées plus tard (simplification dans le calcul de la dérivée
des fonctions exponentielles).

L 'exponentielle naturelle ou exponentielle de base e

L'exponentielle de base e est appel ée exponentielle naturelle et est aussi notée exp :
exp(x) = e

20

15

10

O W~

-3 -2 -1 1 2 3

Cette fonction est programmeée sur votre calculatrice. Calculez

el, &, el

L e logarithme naturel ou logarithme de base e

Le logarithme de base e est appelé logarithme naturel et est noté In
In(x) = log,(x)
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_at

Le logarithme naturel a été introduit par le mathématicien écossais John Napier en 1614. C'est pourquoi il est aussi
nommeé |ogarithme népérien.

Cette fonction est programmée sur votre calculatrice. Calculez
In(2), In(10).

m 8§ 3.2 Fonctionsréciproques (cas particulier)

m Lapropriétéalgébriquederéciprocité

Dans ce paragraphe, nous souhaitons affirmer que le "logarithme de base a" est la fonction réciproque de la fonction
"exponentielle de base a'.

Reprenons les tableaux donnés dans |es définitions des fonctions exponentiell e et |ogarithmique de base 10 :

X || -3 | -2 |-10]1]|2 ] 3 |..
f (x)= 10°|..]0.001[0.01]0.1[1]10]100[1000 |...

X |...|0.001|0.01|0.1|1|10|100|1000|...
gx)=logx)[..] -3 | -2 ]-1Jo]2] 21 3 J..

Composons les deux fonctions. Par exemple,

g (f (3)) =g (1000) =3

g (f (-2)) =g (0.01) = -2

f (g (1000)) =f (3) = 1000
f (g (0.01)) =f (-2) =0.01

Cette régle sapplique aussi aux valeursintermédiaires :

pourtoutx € R
pourtoutx € ] 0; oo

Dans unetelle situation, on dit que les fonctionsf et g sont réciprogques I'une de I'autre
etonnote g="'f.

Dans une autre notation,

l og (10) =x pour tout X € R

10'°9 0 _ x pourtoutx € | 0; oo
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Cetteregle est valable danstouteslesbases  a€]0; 1[ U 11; of

l og, (8%) =X pour tout X € R
al %% ) = x pour toutx € ] 0; o[
= |nterprétation géométrique

Puisque f(1) = 10 et g(10) = 1, lacourbe de f passe par le point A(1; 10) et lacourbe deg
passe par B(10; 1).

Lespoints A(1; 10) et B(10; 1) sont symériques par rapport aladroitey = x.

Plus généralement, a tout point P situé sur le graphe de f correspond le point Q situé sur le graphe de g tel que les points
P, Q sont symétriques par rapport aladroitey = x.

Cette propriété caractérise deux fonctions réciproques.

Plus généralement, on peut dire que
* "le logarithme de base @' est lafonction réciproque de "I'exponentielle de base a" et
* "I'exponentielle de base a" est lafonction réciproque du "logarithme de base a'.

m § 3.3 Fonctionsreéciproques (casgénéral)

Nous voulons maintenant définir la notion de fonction réciprogque en général. Comme étape intermédiaire, nous
passerons par |'exemple selon lequel la fonction "racine carrée” est la fonction réciproque de la fonction "éever au
carré".



Log-Cours_avance.nb

17

m Exemplel: unefonction non inversible

Considéronslafonction f: R—R, x~ X2
Il sagit bien d'une fonction car atout x € R correspond un et un seul y = X2.

Pour obtenir larelation réciproque, au lieu daller de x vers vy, inversonsle sens
Yy X
et, pour chaque y € R, nous nous demandons quels x lui correspondent tels que y = x2.

Dans cet exemple, larelation réciproque y — X n'est pas unefonction deR dansR car
4 adeux images distinctes -2 et 2;
-1 n'apasdimage.

Ondit quelafonction f n'est pasinversible.

m Exemple2: lafonction " racine carrée"

Considérons maintenant lafonction g : [0; co[ — [0; oo, X+ X2.

Il sagit bien d'une fonction car atout nombreréel x e [0; oo[ correspond un et un seul ye[O; oof tel quey = X2.
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Larelation réciproque est

Larelation réciprogue est aussi une fonction car atout y e [0; oo[ correspond un et un seul xe[0; cof tel que y = X2.

Lafonction réciprogue est lafonction "racine carrée” : y > X=4/ Y .

Lorsqu'elle existe, lafonction réciproque de g est notée 'g.
I, g=x e  ‘gy=4y.

Interprétation graphique

Lepoint (2, 4) appartient au graphe de lafonction g car g(2) = 4.
Le point (4, 2) appartient au graphe de la fonction réciproque "g car "g(4) = 2.
Ces deux points sont symériques par rapport ala bissectrice du premier quadrant d'équation y = X.
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(4,2)

Plus généralement, si (x, y) € Ggalors(y, X) € Gq, cequi fait deladroite y = x un axe de syméirie.

Propriétés

Ona

\ X2 =x pour tout x € [0; oof ;

2

(\/?) = y pour tout y € [0; oo .

Plus généralement, en composant une fonction g avec saréciproque "g, on obtient I'identité :

'g@x)=x e gg(y)=y.

= Fonction inversible, fonction réciproque (définitions)

Soit f : A— B, x » y = f(x) unefonction. En particulier, il est avéré que, atout x € A correspond un et un seul

yeBtel quey = f(X).

On dit que lafonction f est bijective ou inversible si et seulement si atout y € B correspond un et un seul x € Atel que

y = f().

Dans ce cas, f posséde une réciproque qui est notée' f :

"f:B— A, ypx=T"f(y)

Par définition, on a

[TTyh=x=Tx) =y |

On alesrelations
"t (f(x)) =
fCf(y)=

m Exemple 3: lesfonctionslogarithmiques

Partons de la fonction exponentielle de base a
ou a= f(.

X pour tout X € A,
y pour tout y € B.

f:R—]0; 00, X y=2a"

Remarquez que I'ensemble d'arrivée de lafonction exponentielle a été restreint a l'ensemble des nombres positifs.
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8 8¢t
6 6
acll; o[ 4t 41+ ac]0;1[

-3 -2 -1 1 2 3 7372&\123

Dans e graphique, lapremiére fonctionest f(x) = 2X et ladeuxiémefonctionest g(x) = 0.5%.
Observez que f est strictement croissante et que g est strictement décroissante.

On peut voir sur les graphiques ci-dessus que la fonction exponentielle est bijective : atout y €] 0; oo[ correspond un et
unseul xe R tel que f(x) = y.

La"fonction exponentielle de base a" est donc inversible et sa fonction réciproque est le "logarithme de base a' noté
log, :

log, : |0; co] = R, y = x =log, (y)

[log,(y)=xe=a‘=y |

A partir du graphique de la fonction exponentielle de base a, par symétrie, construisons le graphique de la fonction
logarithmique de base a

-2t ae]l; of -2+

On obtient ainsi les graphiques des fonctions logarithmiques:
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4 4
2:» 2: ae]0; 1]
0' o' x x

I | 2 4
*2; ac]l; o 72}
_4L _qlL

Remarquez que le logarithme d'un nombre < 0 n'est pas défini.

m §3.4 Propriéésdeslogarithmes

m Propriétéfondamentale du logarithme

Ona par exemple

log,(4-8) = 10g,(22- 2%) = l0g,(2%3) = 2+ 3 = log,(2?) + log,(2%) = log,(4) + l0g,(8).
Cette proprieté selaisse généraliser  log, (- y) = 10g,(X) + log,(y).

m Propriétésdeslogarithmes (voir Formulaires et tables p. 14)

1° log,(1) =0

log,(a) =1
2° log, (@) = x
895y — y

3° log,(x-y) = log,(x) + log,(y)

4 log,(3) = ~log,(x)

log,(%) = log, () — log,(y)

5° log,(x") = n-log,(x)

m §3.5[Démonstrations] Proprié&és deslogarithmes

Démonstration de 1° et de 2°

Ennotant f(x) =a*, "f (y) =log,(y), ona

=1l f0)=1<"f (1) =0 log,(1) =0.
alza f(l)=ac="f (@ =1 log,(a) =1

" (f(X) = x = log, (@) = x
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f(fy)=ye=ad%¥=y

Commentairede 3°

Lafonction exponentielle f(x) =a* alapropriété f(x + y) = f(x) - f(y). Eneffet,
f(-f(y) = a“-a¥y = a¥ = f(x+vy)

f (x+y)=f (x)-f (y)|---—-------—-——-———-——
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A |'addition sur I'axe des abscisses correspond la multiplication sur |'axe des ordonnées.

Pour la fonction réciproque, aprés avoir effectué une symétrie autour de l'axey = x, on doit avoir la propriété
"alamultiplication sur |'axe des abscisses correspond |'addition sur I'axe des ordonnées’

c'est-adire
T () +"f (y) = log,(x) +log,(y) = log,(x-y) = "f (X-y)
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Evitez les confusions ! Par exemple, il n'existe pas de formule générale pour exprimer log,(x + y). N'inventez pas de

nouvellesformules! Consultez |e formulaire.

Démonstration de 3°

Posons x=a" et y=a' cest-adire u=log,(x) et v=log,(y). Alors

log,(x-y) = log,(@"-a") = log,(@"*") = u+v = log,(x) + log,(y).

Démonstration de 4°

Utilisonslesregles 3° puis 1°

Ioga(é) +log,(x) = Ioga(é -X)=log,(1) = 0= Ioga(i) = —log,(X)

Utilisonslaregle 3° puislapremiéere regle du 4°

|09a(§) = Ioga(x- %) = log,(¥) + Ioga(%) = log,(x) — log,(y)

Démonstration de 5°

D'unepart, posons u=1log,(x) dou x=a" etcaculons x"= @"H)" = an = gnu
D'autre part, posons v = log,(x") etcalculons X" =a".
En comparant lesexposants, v=n-u cest-adire log,(x") = n-log,(x).

m § 3.6 Changementsde base

= Changement de base deslogarithmes

On veut comparer u=1log,(x) et v=Ilog,(X).
Onadonc x=a' e x=b' dou a“=»b"
Prenons |e logarithme des deux membres
log,(@") = log,(b") &= u-log,(a) = ve=log,(X) - log,(a) = log,(X)
d'ot laformule de changement de base :

log, (X)
log, (x) = (voir Formulaireset tablesp. 14)
log, (2)
En particulier
[ n (x) . _
log, (X) = @ (voir Formulaireset tablesp. 67)
n

log(x) = ILT(:I.)g) ~ 0.434294 - In(x)

In(x) = :Z?‘T:; ~ 230259 - log(x)

L es fonctions logarithmiques de deux bases fixées sont proportionnelles.

m Changement de base des exponentielles

a‘=bY<log, (@) = ye=x-log (@) = y

d'oul la formule de changement de base des exponentielles

ax = bx~logb @

En particulier,
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a¥x =ex!n@ (voir Formulaireset tables p.67)

10% = exIn10) . g2.30259
e = 10%109® L 10434294x

8 4 Equations exponentielles et logarithmiques

= Un exempled'équation exponentielle

Une certaine population croit de 0.8 % par an.
Aprés combien de temps la polulation aura-t-elle doublé ?

Pho=Py (L+i)" ol i=0.008
P

Lo @aiy”

Po

2 =1.008"

On reconnait une éguation exponentielle au fait que I'inconnue apparait en exposant.
Pour larésoudre, aprés avoir verifié que les deux membres sont positifs, on prend | e logarithme des deux membres:

In(2) = In(1.008") = n-In(1.008) dol n= m('%g) ~ 86.99 ans.

Remarquez que I'usage d'un | ogarithme d'une autre base conduit au méme résultat :

~ 86.99 ans.

log(2) = 109(1.008") = n-10g(1.008) dolt n= .o;’féég)

m Un exempled'équation logarithmique
Soit arésoudre |'égquation 2:In(x)=5

L'idée générale consiste a appliquer la fonction exponentielle aux deux membres de |'équation.

2.ln(x) =5
= 2ln(x) =5
= In(x) =2
- el _ a2
= X - e:
= XeS:{e;}

m Difficultés des équationslogarithmiques
L es équations logarithmiques présentent des difficultés spécifiques. Lesregles

In(Xy)=In () +In(y)
In (™ =nln (x)

ne sont valables que sous I'hypothése x > 0 et y > 0. Lorsgu'on utilise ces régles pour des nombres réels quel conques,
ces transformations peuvent modifier I'ensemble de définition de I'expression:

In(xy) est défini pourx < Oety <0,
cequi n'est paslecasde IN(X)+In(y) ;
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In(x?)  estdéfini pour x < O,
cequin'estpaslecasde  2In(x)

De telles transformations induisent deux sortes de dangers. D'une part, si on élargit I'ensemble des solutions, on risque
d'obtenir des solutions étrangeres qu'il faudra éliminer. D'autre part, si on rétrécit I'ensemble de définition, on risque de
n'obtenir qu'une partie des solutions.

= Elargissement del'ensemble de définition

Calcul erroné

Soit arésoudre |'égquation 2:In(x)=5
2ln (x) =5
In (x?) =5
gln (x2) _ eb
x? = b

s (e e} el ]
Le calcul précédent est faux car, s on remplace x = —eg dans I'équation donnée, I'expression n'est pas définie. Dans le
calcul, on aremplacé

21n (x) par  In (x?)
ce qui élargit I'ensemble de définition car, implicitement, on aremplacé la condition

x>0 par x+0

L es transformations suivantes peuvent élargir I'ensemble de définition

renpl acer In (xX)+In(y) par In (xy)
X

renpl acer In (x)-1In(y) par In —]
y

renpl acer nln (x) par I n (x™

Les régles compl étes sont les suivantes

In(x)+In(y)=c = (In(xy)y=c et x>0 et y>0)

InxXx)-In(y) =c = (In X =c et x>0 et y=>0
y

2ln (x) =¢ = (In (x?) =c et x>0)

Pour calculer correctement, on_détermine au départ |'ensemble de définition de |'éguation puis, alafin, on élimineles
solutions qui n'y appartiennent pas.

Calcul correct
Soit arésoudre I'équation 2:In(x) =5
2ln (x) =5 condition: x>0
In (X2> =5 ”
el n (Xz) = e5 V/4
X2 ”

:es
X = ++/e® et x >0
x=1€e® =e

N o
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m Rétrécissement del'ensemble de définition
Calcul erroné
Soit & résoudre I'équation In(x?) =5

I'n (x?) =

21n (x)

|
ol

I n (x)

oo N

eIn (X)

I
]

N o

X=e
5
Le calcul précédent est faux car I'éguation donnée admet aussi comme solution x = —e2. Dansle calcul, on aremplacé
I'n (x?) par 2In (x)
ce qui rétrécit I'ensemble de définition car, implicitement, on aremplacé la condition
x+0 par x>0

L es transformations suivantes peuvent rétrécir I'ensemble de définition

remplacer |In (xy) par In (X)+In(y)
X

remplacer I n | — par In (x) -1n(y)
y

remplacer [ n (x™) par nln (x)

Pour calculer correctement, il faut éviter |es transformations qui_rétrécissent |'ensembl e de définition.

Calcul correct

Soit a résoudre I'équation In(x?) =5
In (x?) =5
gln (x2) _ eb
x2 _ @5



