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§ 3 et § 4 Géométrie analytique 2D

m Lienshypertextes

Exercices de géométrie analytique 2D:
http://www.del eze.name/marcel /sec2/cours/ GeomA nal ytique2D/GA 2D-Exerci ces.pdf

Supports de cours de mathématiques, niveau secondaire I1:
http://www.del eze.name/marcel/sec2/cours/index.html

La géométrie analytigue (Note historique)

Lagéométrie est la science qui étudie les figures dans le plan et dans |'espace. On attribue généralement alacivilisation
grecque le mérite de la premiére étude systématique de ces figures. Dans ses Eléments, Euclide (3-éme siécle avant J.-
C.) rédise la premiére synthése des connaissances en géométrie de son époque. A partir du 9-éme siécle, les
mathématiciens du monde arabe développent des méhodes algébriques tout en Sappuyant sur une représentation
géométrique des grandeurs impliquées dans leurs calculs et transformations. La géométrie analytique nait de la
rencontre de |'algébre et de la géométrie.

Pour représenter les objets dont elle veut éudier les propriétés, la géométrie analytique utilise les systémes de
coordonnées dans le plan comme dans I'espace. Bien que déja en partie présente chez Archiméede et Apollonius (les
Coniques) au 3-éme sicle avant J.-C., c'est al'époque de Descartes (premiére partie du 16-éme siécle) que la méthode
est systématisée et permet alors de représenter les courbes algébriques et les figures a l'aide de systémes d'équations ou
d'inéguations. Elle utilise le fait que toute propriété géométrique peut sexprimer algébriquement et que, inversément,
tout résultat algébrique possede une représentation géometrique. Dans le plan, on parle dés lors des coordonnées d'un
point, de I'équation d'une droite, de celle d'un cercle ou d'une courbe en général. Dans I'espace, on obtient en plus
I'équation d'une surface. Chague objet géométrique est ainsi identifiable & une équation ou un systéme d'équations
traduisant fidelement ses propriétés.

La méthode sera développée par Euler (1707-1783) et Lagrange (1736-1813) notamment. Certains concepts de type
algébrique ainsi que le calcul différentiel permettent de généraliser et de prolonger I'étude des courbes et des surfaces.

L es avantages de la méthode dite analytique sont nombreux. On peut citer:
- I'interprétation géométrique des équations et inéguations,
- lareprésentation des fonctions et des courbes en général,
- lapossibilité d'interpréter les relations al gébriques,
- I'expression plus ai sée de certaines démonstrations,
- larecherche de lieux géométriques.

Les dével oppements technologiques qui ont accompagné |'apparition de I'ordinateur ont permis de tirer profit de la
méthode dite analytique. Ainsi I'infographie, dont la tache essentielle est la création de courbes, dimages et la
production d'animations, en fait un usage quasi systématique.

Notons cependant que, si la géométrie dite analytique est largement utilisée comme mode de représentation, elle n'est
pas le seul point de vue digne d'intérét. La géométrie synthétique, la géométrie descriptive et la géométrie des
transformations, par exemple, sont d'autres approches pertinentes de la géométrie.
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8 3 Droite

m Vecteur directeur, vecteur normal

Vecteur directeur

Un vecteur directeur de ladroite D d'éguationax+by+c=0est 5: (_a )

Vecteur normal

NG
Un vecteur normal de ladroite © d'équationax+by+c=0est n= ( b)'

L'équation de la droite peut aussi sécrire sous laforme n-AP=0 ol A estun point dattache et P(X, y) un point

courant.

m Positionsrelativesde deux droites

Droites paralléles

D1 ayX+bry+c;=0

) sont paralléles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont
Dy 32X+b2y+C2=0

Les deux droites d'équations {

linéairement dépendants:

o (o

by bz))zo = albz—blaZ:O

|
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Droites confondues

D1 yX+bry+c;=0 . . .
sont confondues si et seulement si les coefficients sont

Les deux droites d'équations{@ Ay X+byy+c =0
7B > 2 2 =

proportionnels:
il existeun nombreréel k (appelé constante de proportionnalité) tel que

azzkal, bzzkbl et C2:|(C1.
On dit alors que leurs équations sont équival entes.

Droites strictement paralleles

Deux droites sont strictement paralléles si et seulement si elles sont paralléles et non confondues.

Il Sensuit que deux droites sont paralléles si et seulement si elles sont confondues ou strictement paralléles.
Droites sécantes

Deux droites sont sécantes si et seulement si leur intersections n'est pas vide.

Il Sensuit que deux droites sont sécantes si et seulement si elles ne sont pas strictement paralléles, c'est-a-dire si et
seulement si elles sont confondues ou non paralléles.

Droites perpendiculaires

D1 yX+byy+c;=0

Lesdeuxdroit%d'équations{z) Ay X+bpy+c=0
2. A 2 2 =

sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux

sont orthogonaux:

a a
(bi).(bz)zo = aijar+biby=0

m Position relatived'un point et d'unedroite

Considérons une droite O d'équation ax + by + ¢ = 0, un point d'attache de ladroite A(Xg, Yo) €t un point quelconque
duplan P(x, y).
En ternant comptede axg+byg+c=0, ona

—

AP.n =

(X—Xo) ) (a) = (X-Xg)a+ (Yy-Yo)b=(ax+by)+ (-axg-byg) =ax+by+c
Y -Yo b
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En raisonnant sur le signe de AP- ﬁ, on peut distinguer trois situations:

* P appartient au demi-plan ouvert pointé par le vecteur normal, dinégquation ax+by+c¢ > 0;
* P appartient aladroited'équation ax+ by + ¢ = 0;
* P appartient al'autre demi-plan ouvert, dinéguation ax+ by+ ¢ < 0.

m Distanced'un point aunedroite

Ondonneun point P(x;, y1) duplan et unedroite © d'équation ax+by+c=0.
Ladistance du point P aladroite O est égale au minimum de la distance PH avec H € D. Le minimum est atteint

lorsque HP est orthogonal aladroite:

di st (P, Z)):Hm’u ou HeD et H Lo

La condition HP L D peut aussi sécrire HP-2n ol A estunnombreréel guenousallonscalculer. Les
coordonnéesde H étant H(x, y), écrivons|'équation vectorielle en composantes

iyl = 1ol
yi-y/ ~ b
Multiplionsla premiére équation par a et ladeuxiémepar b

{a (X1 -X) = 1a?
b (yi-y) =ab?

puis additionnons membre a membre

axy + by, —ax-by = A(a2+b2)
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Lacondition H € D peut auss sécrire ax+by+c=0, cest-adirec=—-ax—by. Enremplagant,
ax; +by; +c= 2 (a2+b2)

ax; + by, +c

a2 + b2

On peut maintenant calculer la distance du point ala droite

di st (P,Z)):HWDH:H/\H W= AL 0N o=

I ax; + by; +ci \/m_ I ax; + by +ci
a2+b2 ’a2+b2

] I aXiy + by; +C1 . .
di st (P, D) = (voir Formulaireset tables)

/a2 + b?

Paralléles a une distance donnée d'une droite

Soit O ladroited'équation ax+by+c=0 et d unnombreréel non négatif.
Le lieu gébométrique des points P(x, y) situésaladistance d de D estlaréunion de deux droites paralléles P; et

Po.
M
%
2
En effet,

) I ax + by +ci
dist (P, D) =d = =

\/ a2 + b2
& 1 ax + by +ci =d+/a?+b?
— ax +by +c=d+a?+b> ou ax +by +c=-d+/a®+b?
= Py ax+by+(c—d\/a2+b2):0
afa | o

ou Pr: ax + by +

m Bissectricesde deux droites

Etant donné deux droites non paralléles D,, D,, lelieu géométrique des points P qui sont équidistantsde D;, D, est
laréunion de deux droites B1, B, dénommées bissectrices.
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D1 ayX+by+c =
Dy apX+hboy+c, =
Lepoint P(x, y) appartient aux bissectrices des deux droites si et seulement si

0
Soient { 0 les équations des deux droites et P(x,y) un point quel conque du plan.

di st (P, D1) =dist (P, D)

I ag X + bly +C1q | I A X + b2y +Co
— =
«/a§+b§ «/a%+b%
ai X+ by +Cc1 ax+ by +¢» i )
= By - = (Voir Formulaireset tables)
a§+b§ «/a§+b§
ar X+ by +c1 -ax-byy -c¢»
ou By . =
2. p2 [42 . p2
ag + bg as + bs

Montrons que les bissectrices sont perpendiculaires. En effet,

\ O

4o+4p=360° - o+ f=90°

m Equation du cercle

Equation du cercle, premiére forme

Etant donné un point Q0 et un nombre réel positif r, I'ensemble des points P du plan qui sont situés aladistance r de
Q est le cercle de centre ) derayon r.
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Notons Q(xg, Yo) lescoordonnéesdu centre. Lepoint P(x, y) appartient au cerclesi et seulement s

. —_— X_XO
dist (@, P) =r = QP = = ||( )n:r
Y -Yo
\/<X—Xo>2+(Y—YO)2 =T = | (X - Xo)2+ (Y -yg)2=r2 |

(Voir Formulaires et tables).
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Equation du cercle, deuxieme forme

Par exemple, le cercle de centre ()(3; 2) derayon r =5 apour équation
(X -3)%2+ (y-2)2-25
Xx2-6x+9+y?2-4y+4=25
x2+y2-6x-4y-12=0

En généralisant, on obtient la proposition:
I'équation d'un cercle peut se mettre sous la forme suivante (appel ée deuxiéme forme):

[ x?+y?+ax+by+c=0 |

ou a, b, ¢ sont des coefficientsréels.

Nous allons montrer que la réciproque de cette proposition est fausse.

ExempleA:
x2+y?-6x-8y+32=0
X2 -6x+9+y2-8y +16=-32+9+16
(x-3)2+ (y-4)%=-7
S=1{}
Exemple B:
x> +y2-6x-8y+25=0
X2 -6x+9+y2-8y+16=-25+9+16
(x-3)%+ (y-4)%=0
S=1{(3; 4)}
Exemple C:

x2+y?-6x-8y+12=0
X2 -6x+9+y2-8y+16=-12+9+16
(x-3)2+ (y-4)2-13
S = cercledecentre @ (3; 4) derayon r-+13
En généralisant,

x2+y?+ax+by+c=0

a2 b2 a2 b2
x2+ax+—+y2+by+ —=-C+—+ —
4 4 4 4
a\? [ b)z a?+b%2-4c
X+ — + + — = —
2 y 2 4

On obtient alors la proposition suivante:
I'équation X* + y? + ax+ by + ¢ = O représente
soit I'ensemblevide,

soit le point (-3, —g),
\ a2+b?-4c

soit le cerclede centre (-3, — g) derayon -
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Equation du cercle de diamétre AB

On donne deux points distincts A et B. Lelieu géométrique des points P d'ou I'on voit le segment AB sous un angle
droit est le cercle de diamétre AB.

En effet, en notant () le point milieu du segment AB et r = %, 0N a successivement

ﬁ-PTB:(THﬁ .(@mT):
2 N 2

PO +PG-0OB+OA-PO+0A-0B=PO +PO - (Q +QB)+§A-H3:

2 2

— 2 —_— — — — e — — —2
PQ +PQ- (QAfQA) +QA- (-QA) = PO - QA =Po -r?2

Par conséquent,
_— — —>2 —
PA-PB=0 = PQ =r2 = I PQI =
= P e (cercledecentre Q derayon r) [ |

Pour déterminer I'équation du cercle de diamétre AB, notons A(Xg, Y1), B(Xz2, Y2) lescoordonnées des extrémités du

segment.
P (X, vy)e
(cercledediamétre AB) = AP L BP = AP . BP -0
X - X1 X - Xo
. =0 - - - - =0
= (y_yl) (y_yz) = (X =X1) (X=X2) + (Y -Y1) (Y -Y2)

Equation du cercle par trois points non alignés

Etant donnétrois points A, B et C, cherchonsle cercle qui passe par cestrois points.

Dans la méhode géométrique, on cherche le centre Q) du cercle. Puisgue Q) est équidistant de A et B, il Sensuit que Q
appartient a la médiatrice du segement AB. De méme, puisque () est équidistant de B et C, il Sensuit que Q
appartient ala médiatrice du segement BC. Le point Q2 est donc situé al'intersection des médiatricesde AB et de BC
(voir figure).

Desrelations QA = QOB et OB = QC, on déduit QA = QC ce qui montre que le point () appartient aussi a la
médiatrice de AC. On aainsi établi que lestrois médiatrices d'un triangle sont concourantes et leur point de concours est
le centre du cercle circonscrit au triangle.

En particulier, si lespoints A, B et C nesont pasalignés, il existe un et un seul cercle qui passe par cestrois points.
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Dans la méthode algébrique, on cherche I'équation du cercle qui passe par les trois points A(Xg; y1), B(Xg; ¥2),
C(xs; ya). L'équation cherchée est de laforme

x2+y?+ax+by+c=0
Lestroispoints A, B, C appartiennent au cercle s et seulement si

x}+yf+ax;+byi+c=0
x3+y2+ax,+by,+c=0
x3+yi+axz+bys+c=0

Il nereste plus qu'a résoudre ce systéme de trois équations linéaires atroisinconnues a, b, c.
Si les points ne sont pas alignés, le systéme est régulier (c'est-a-dire il posséde une et une seule solution).

m Position relatived'un point et d'un cercle

Considérons le cercle de centre Q(Xg, Yo) derayon r, ainsi qu'un point quelconque du plan P(x, y). On peut distinguer
trois Situations:

* le point P appartient au disque ouvert de centre () derayon r représenté par I'inéquation
dist (Q, P) <r e  (X-X0)2+ (Y -Yo)2 <r?

* le point P appartient au cercle de centre Q) derayon r représenté par |'équation
dist (@, P) =1 <  (X-X0)?+(y-Yo)% =r?

* lepoint P appartient al'extérieur du disgue fermé de centre Q0 derayon r représenté par |'inéguation
dist (9, P)>r o  (X-X0)2+ (Y -Yo)? >r?

= |ntersections

Intersection d'un cercle et d'une droite

Pour déterminer I'intersection d'un cercle C et d'unedroite D,

{C: x2+y2ia;X+byy+cy=0
D: aX+byy+cy=0

on procede ainsi: de I'équation de la droite (qui est de degré 1), ontire x ou y qu'on remplace dans |'équation du cercle;
on obtient ainsi une équation du deuxiéme degré a uneinconnue.

Intersection de deux cercles, axe radical

Pour déterminer I'intersection de deux cercles Cq et Co,
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{cl: X2+y2ia;x+byy+cy =0
Co: X2+y2+apx+byy+cr=0
on commence par soustraire les deux équations:
R: (ap -az) X+ (by -by)y + (cp-¢c2) =0

Si les deux cercles ont des centres distincts, I'éguation ainsi formée représente une droite R appelée axe radical des

deux cercles.
Cette droite est perpendiculaire aladroite des centres (-2, — %1) (-2, - %)

Si les deux cercles sont sécants, |'axe radical contient les points d'intersection des deux cercles.

On peut donc ramener le probléme a l'intersection d'un cercle C; et d'une droite R :

{Cl: x2+y2+a;Xx+byy+cy=0
R (al—az)X+(b1—b2)y+(Cl—Cz):O

m Tangentesau cercle

m Tangentespar un point du cercle

Tangente par un point du cercle, premiere forme

—

Latangente 7~ qui passe par le point A du cercle est caractérisée par sa perpendicularité au rayon AL :

Aveclesnotations Q(Xg, Yo), A(X1, Y1), lepoint P(x, y) appartient alatangente 7~ si et seulement s

AC-AP-0 (XO‘Xl).(X‘Xl):o
Yo-Y1 Yy -VYy1

7. (Xo-X1) (X=-X1) + (Yo-VY1) (Y -Yy1) =0
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Tangente par un point du cercle, deuxiéme forme

Montrons la proposition suivante:
Pe7 s etseulementsi QA-QP=r2 Eneffet,

ORGP - OA- [0A+AB) - OA-GA+GA- AP~ (1 QA1) +0 12 .

On peut donc aussi écrire |'égquation de la tangente de la maniére suivante (voir Formulaires et tables):

OA. QP =12 PN (Xl_xo).(x_xo):rz
Y1 -Yo Y -Yo
[ 7: (X1 - Xo) (X -Xg) + (Y1 -Yo) (Y -Yo) =I?

Angle entre deux cercles

Par définition, I'angle entre deux cercles sécants C1, C, est I'angle entre les tangentes en un point d'intersection; plus
précisément, il Sagit de I'angle entre les demi-tangentes extérieures (angle a danslafigure).

Onremarqueraquel'on a a+ 3 =180°.

Une méthode consiste a déterminer d'abord I'angle 8 (appelé angle entre les rayons en un point d'inter section);
on en déduit ensuite @ = 180° — B ; on éviteains le calcul des tangentes.

Dans e cas particulier ol I'angle entre les deux cercles est droit, on dit que les deux cercles sont orthogonaux.

Tangentes de pente m

Unnombreréel m etuncercle C étant donnés, il existe deux droites 71, 7> de pente m tangentesa C.

71

)

Notons Q(Xo, Yo) lecentredu cercleet r lerayon. Lestangentes cherchées sont delaforme 7: mx -y + p =20
ou p est adéerminer.

I MXg - |
dist (@, 7) =r = 0 Yo *P =r

Nt
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= I MXg -Yo +P1 =r/nf+1 = MXo Yo +P=+r/nf+1

= P=-MXg +Yg = /N +1

Lepoint P(x, y) appartient aux tangentes cherchées s et seulement si
y =mx + (7mxo +Yo £ T w/mz+1)

T1, To: Y -Yo=M(X-Xq) £ r/nf+1 (Voir Formulaireset tables)

On remarqueraque 'équation y — yo = m(X — Xg) représente ladroite de pente m qui passe par le centre.

= Tangentespar un point extérieur au cercle: points detangence
Cerclede Thales

On donnelecercleC derayon r ainsi qu'un point P extérieur au cercle.
On cherche les coordonnées des points de contact T;, T, destangentesa C issuesde P.

T2

Les points de tangence T1, T, sont des points d'ou I'on voit le segment P sous un angle droit. Par conséquent, les
points Ty, T, appartiennent au cercle de diamétre QP. Ce cercle est appelé cercle de Thalés.

On peut ainsi ramener le probléme al'intersection de deux cercles:
le cercle donné C et le cercle de Thalés de diamétre (P.
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Pratiquement, pour gagner du temps, on utilise I'équation de lapolaire de P par rapport & C (voir rubrique suivante).

Polaire d'un point par rapport a un cercle

Ondonnelecercle C decentre (X, Yo) derayon r ainsi qu'unpoint P(x;, y;) extérieur au cercle.
On considére les tangentes au cercle issuesde P et on cherche I'équation de la droite # qui passe par les points de
tangence. Cette droite est appelée polaire du point P par rapport au cercle C.

Dansle but d'établir I'équation de %, considérons d'abord I'équation du cercle C:
(X =X0)?+ (Y -Yo)?=r? = x?+y?-2XoX -2Yoy +X5+y§=r?
L'équation du cercle de Thaleés, de diamétre QP, est

oo e

=0 X2 +y2 _XgX -X1X - - Xo X =0
Y - Yo y_yl) = +Yy 0 1 Yoy Y1Y +XoX1 +YoVY1

En soustrayant les deux équations, on obtient |'axe radical des deux cercles qui est aussi la polaire du point P par
rapport au cercle C:
“XoX +X1X -YoY +Y1y +Xj+Y§-XoX1 -Yoy1=r?

Cette équation équivaut a celle donnée dans les Formulaires et tables, donnée ici pour un point courant Q(x, y) dela

polaire P:

| 0P.00-r2 =  (x;-xp) (X -Xo) + (y1-Yo) (y Vo) =12 |
Résumé
Probléeme:

étant donné un cercle C et un point extéieur P, déterminer lespointsde contact { Ty, T,} destangentesa C par P.

Méthode géométrique:
- tracer le cercle de Thalés (C'est-a-dire le cercle de diamétre QP ou . désignelecentrede C);
- I'intersection des deux cercles donne lasolution { T, T»}.

Méthode analytique:
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- déterminer |'éguation de lapolairede P par rapport & C (voir Formulaires et tables);
- I'intersectionde C avec lapolaire donnelasolution { Ty, To).

= Tangentespar un point extérieur au cercle: équations

Ondonnelecercle C derayon r ainsi qu'un point P extérieur au cercle.
On cherche les équations des tangentesa C issuesde P (les coordonnées des points de contact ne sont pas demandées).
Il'y adeux solutions 771, 7>.

T2

Notons Q(xg, Yo) lescoordonnéesdu centreet P(xy, Y1) lescoordonnées du point extérieur au cercle.
Considérons lafamille des droites de pente m qui passent par P:

Yy =m(X-X1) +¥1 = 7: m(X-X1)-y+y; =0
Nous cherchons pour quelles pentes m ladroite 7 setrouve aladistance r du centre Q

m(Xg - X _
dist (9, 7) =r PN I M (Xg 1) -Yo +Y1! .

A+l

I M(Xg -X1) -Yo Y11 =+r1nf+1

On obtient une équation du deuxiéme degréen m
(M(Xo -X1) -Yo +y1)?=r? (nf+1)
qui donne généralement deux solutions my, mp. Les réponses sont alors
T1: Y =M (X -X1) +Y1 et T2 Y =M (X -X1) +Y1

Remarque: si le probléme admet une solution verticale, la méthode ne fournit que la solution non verticale; il suffit alors
dergjouter lasolution verticale x = X;.



