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Mathématiques, 1-ére année Edition 2007-2008

Fonctions affines

m Supportsde cours de mathématiques de degr é secondaire |1, lien hypertexte versla page mére

http://www.del eze.name/marcel/sec2/index.html

1. Notion de fonction (rappels)

Vous pouvez également vous reporter au livre CRM 27,81.2, p. 3a6.

1.1  Pointsdu plan

= Exemple

Dansle plan, la position d'un point est décrite par ses coor données, par exemple (3; —2) (voir fig 1.1).
La premiere coordonnée, ici 3, est appel ée abscisse du point;
ladeuxieme coordonnée, ici —2, est appelée or donnée du point.

Fig. 1.1

= Dé&finitions
Les coordonnées d'un point du plan consistent en une liste ordonnée de deux nombres (X, y). L'abscisse du point est la

premiére coordonnée que I'on lit sur le premier axe (horizontal); I'ordonnée du point est la deuxiéme coordonnée que
I'on lit sur le deuxieme axe (vertical).
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Dans |la représentation graphique, I'axe des abscisses est I'ensemble des points {(x, 0) | X € R};
I'axe des ordonnées est I'ensemble des points {(0, y) | y € R}.

= Applications

L'ensemble des points du plan dont I'ordonnée est positive {(x, y) | y> 0} est le demi-plan situé au-dessus de |'axe des
abscisses (vair fig. 1.2).

L'ensemble des points du plan dont I'abscisse est positive {(X, y) | x> 0} est le demi-plan situé a droite de |'axe des
ordonnées (voair fig. 1.3).

Fig. 1.2 Fig. 1.3

1.2 Fonctions

= Exemplel

Le prix d'une course en taxi est de 2 Fr par km plus une taxe fixe de 5 Fr de prise en charge. Notons
d (distance) le nombre de km et
p leprix correspondant, en francs.

Onalarelation p=2d + 5

ondit que p est unefonction de d que nousapellerons t (comme tarif).

Dressons un tableau de valeurs particuliéres

d [km] |0O[1]2]3 4|56 |7
p [Fr115]7]911[13[15 17|19

et dessinons le graphique (voir fig. 2.1).
L'imagede 4 par t est notée t(4) = 13 ce qui signifie que le tarif d'une course de 4 km est de 13 Fr. Dans lafig. 2.2,
I'image de 4 se situe &l'extrémité de la deuxiéme fléche, sur I'axe des ordonnées.
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Fig. 2.1 Fig. 2.2

[(Fr1 p Fr
P [Frp

15t

10+

L'ordonnéeal'origineest t(0) = 5, ce qui signifie que le tarif d'une course de 0 km est de 5 Fr. Danslafig. 2.3, elle se
Situe al'extrémité de lafléche, sur I'axe des ordonnées.

Lafonction t est décrite en indiquant I'ensemble de départ, I'ensemble d'arrivée et la formule pour calculer le prix
t: [0 o[ — R
d » p=t (d)=2d+5.
Dans|e graphique, I'ensemble de départ, aussi appelé ensemblede définition delafonction t
D={deR|d=0}=1[0; of
est situé sur |'axe des abscisses (voir fig. 2.4).

Nous disons que lafonction t est définie en 4 (noté 4 € Dy) car on peut calculer le prix pour 4 km; par contre, nous
disons que lafonction t n'est pas définie en —3 (noté (—3) ¢ D) car le prix d'une course de —3km n'existe pas.

Fig. 2.3 Fig. 2.4
(Fr] p [ZFOHP
15}
101}
t (0)=5 5
d D
(kmy 1 2 3 4 5 6 7

Dans le graphique, I'ensembled'arrivée est situé sur |'axe des ordonnées (voir fig. 2.5). Dire que I'ensembled'arrivée
est R signifie quele prix d'une course en taxi est un nombre réel.

Dansle graphique, I'ensembledes valeursdelafonction t
Vi ={2d+5]d=>0}={(y e R|Y =5}

signifie que I'ensembl e des prix des courses en taxi sont les nombres > 5. L'ensemble des valeur s se représente comme
une partie de I'axe des ordonnées (voir fig. 2.6).
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Fig. 2.5
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Fig. 2.5 Fig. 2.6
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Dansle graphique, visualisons le graphe det noté G;
G-={(d, p)|p=2d+5ed=0}={(d, 2d+5) | d=0}.
Dans cet exemple, le graphe est une demi-droite (voir fig. 2.7).

Dans le graphique, visualisons I'ensemble des antécédents de 12
{d |t (d)=12 et d=0} = {3.5}

qui signifie que, pour 12 Fr, on peut parcourir 3.5 km (voir fig. 2.8). Il faut remarquer que 12 est sur I'axe des
ordonnées et ses éventuel s antécédents sur |'axe des abscisses.

Fig. 2.7 Fig. 2.8

(Frl p
20

15}

10+

Dans le graphique, visualisons I'ensemble des antécédents de 3
{(d|t (dy=3et d=0} =9

(voir fig. 2.9) ce qui signifie qu'il n'existe pas de course a 3 Fr.

Fig. 2.9
[Fr]p
5
- ___
d
rkm)

L'ensembledes zérosdet est I'ensemble des distances d dontleprix estde 0 Fr
Zi={d |t (d)=0et d=0}=¢

Il est représenté par |les points situés a l'intersection du graphe et le I'axe des abscisses.
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m Définitions
A et B étant des ensembles de nombresréels, larelation numérique de A vers B
f: A —- B
X b y=f (x)

est unefonction s et seulement s dchaque x € A correspondunetunseul vy € B tel que y= f(X).

L'imagedex par f estlenombrey= f(x).
Sous I'hypothése 0 € D¢, onappelleordonnéeal'originele nombrey = f(0).
L'ensemblede définition de f, noté D; est I'ensemble de départ D = A.

Si x € A ondit quefest définieenx (ou que f(x) existe);
s x ¢ A onditquef n'est pasdéfinieen x (ouque f(x) n'existe pas).

Legraphedef, noté G¢, est
G={(Xy) IxeAety=Ff xX)}={(X f (X)) [|x e A}
Il est aussi appelé courbereprésentative dela fonction.
L'ensembledes antécédentsdey par f est I'ensemble des solutions de I'équation f(x) = y d'inconnue x
x e Alf (x) =y}

L'ensembledes zéros def, noté Z;, est I'ensemble des solutions de I'équation f(x) =0

Zi ={x e A|f (x)=0}.
L'imaged'un ensemble X par f est I'ensemble desimages des éléments x de I'ensemble X

f (X)) ={f (x) | x e X}.
L'ensembledesvaleursdef, noté Vs, est I'image de I'ensembl e de définition

Vi =f (A) = {f (X) | x € A}.
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s Exemple 2

Considérons lafonction

Dressons un tableau de valeurs particuliéres

X|-4]-3[-2|-1|0|1]2]3 | 4
y[-12]-5]0 [3 [4]3[0]-5[-12

et dessinons le graphique (voir fig. 2.10).
L'imagede 3 par f est notée f(3) = -5 (voir fig. 2.11).

L'ordonnéeal'origineest f(0) =4. Danslafig. 2.12, elle se situe al'extrémité de lafleche, sur I'axe des ordonnées.

y y y
Fig. 2.10 Fig. 2.11 f (0)=4
2 2+
X 3 X X
-4 2 4 -4 2 4
(3)=-5
6l _6lL
Fig. 2.1
-12t -12t
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L'ensemble de définition de lafonctionf est D = R (voir fig. 2.13), ce qui signifie que I'on peut calculer 4 — x?
pour tous les nombres réels x.

Dans le graphique, visualisons I'ensembled'arrivée qui est I'ensemble de tous les nombres réelsR (voir fig. 2.14), ce
qui signifie que le résultat du calcul y=4—x? est un nombre réel.

Dans le graphique, visualisons I'ensembledesvaleursdelafonction f qui est
Vi ={4-x*|x e R} ={y e R|Yy =4} =] -, 4]

(voir fig. 2.15), ce qui signifie que I'ensemble des images est I'ensemble des nombresréels y < 4.

y R
) 4Fig. 2.15
Fig. 2.13 Fig. 2.14
21
2+ 2
: X
. R - L X -4 2 4
-4 2 4 -4 2 4
!
-6+ -6
~12L7
_12L _121
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Dansle graphique, visualisons le graphe de f noté G¢

G={(x y)ly=4-x>etx eR}={(x, 4-x*) | x e R}.
Dans cet exemple, le graphedef est une parabole (voir fig. 2.16).

Dans le graphique, visuaisons I'ensemble des antécédents de —5. Dans la fig. 2.17, les antécédents se trouvent aux
extrémités des fléches, sur I'axe des abscisses

(X eR|f (x)=-5}=1{-3; 3}.
4 possede un et un seul antécédent, a savoir 0
{x e R|f (X)=4}=1{0}.

Danslafig. 2.18, I'antécédent de 4 se trouve al'extrémité de la fléche, sur I'axe des abscisses

Fig. 2.18




FctsAffines.nb

10

4.5 ne possede aucun antécédent (voir fig. 2.19)
{(x e R|f (xX)=4.5} =¢.
L'ensembledeszérosdef est I'ensemble des antécédents de O

Zs =X eR|f (X)=01}={-2; 2}.

Danslafig. 2.20, il sagit des deux points d'intersection du graphe avec |'axe des abscisses.

Fig. 2.19
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Fig. 2.20

y
Fig. 2.20

y

———————————————— y=4.5
2+

X
X

-4 2 4 6
4t
-8t

Fig. 2.1

Le premier paragraphe du document Fonctions affines - Exer cices vous permettra de vérifier vos connaissances ou de
les approfondir si nécessaire.

2. Fonctions linéaires et affines

Un résumé des notions essentielles (que vous étes censés connaitre) se trouve dansle livrie CRM 27, au chapitre 2, § 2.1
a2.3,p.25a30.



FctsAffines.nb

L e deuxieéme paragraphe du document Fonctions affines - Exer cices vous permettra de réviser ces notions.

3. Equations réductibles au premier degré

3.1 Discussion del'éguation mx+ p=10 (Rappel)

Exemple 1

5x+7=0
7

— b5 X+—] =0
5
7

= X =-—
5

Exemple 2
Ox+7=0

= 0x=-7

L 'ensemble des solutions est vide :

S=0¢
Exemple 3

O0x+0=0

= 0x=0

Tout nombre réel est solution. L'ensemble des solutions est |'ensemble des nombres réels :

S=R

m Ensemble des solutionsdel'équationmx + p = 0

Discussion du cas général :

S m# 0 S= ("

S m=0et p#0
S m=0et p=20

3.2 Equations polynomiales réductibles a un produit de facteurs de degrés < 1

= Miseen garde

DansI'exemple qui suit, on a commenceé par "simplifier par x" :
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Malheureusement, le résultat est faux car x = 0 est aussi solution. Cet exemple montre que on ne peut pas " simplifier
une équation” par un nombre inconnu qui pourrait ére nul.

m Régledecalcul

S m+ 0 dors
ma=mb < a-=0>b

Dansle cas ou m pourrait &re nul, on ne peut pas simplifier.

m Reégledecalcul

Un produit de facteurs est nul si et seulement si un des facteurs au moins est nul :

lab=0 < (a=0o0ub=0)]|

Un produit de facteurs est non nul si et seulement si tous les facteurs sont différents de zéro

ab+0 = (a+0 e bz0)

m Méthode derésolution

1. Passer tous les ternes dans un néne nenbre.
2. Factoriser, en particulier :

* mettre en évidence et

* utiliser les produits renmarquables.

3. Appliquer la régle de calcul ab=0 < (a=0o0ub=0).
= Exemple
x? = x
= x2-x=0
= X (x-1)=0
< Xx=0 ou x-1=0
< Xx=0 ou x=1

wn
I

{0; 1}

3.3 Equations rationnelles réductibles a un produit de facteurs de degrés < 1

= Premiéremiseen garde

DansI'exemple qui suit, on a " chassé le dénominateur commun” :

5 x?2 20

X-2 X-2
5 x2 20

= - =0
X-2 X-2
5x2-20

P— - =

X -2
e 5x2-20=0
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5 (x*-4)=0
5(x-2) x+2) =0
(Xx-2=0o0ux+2=0)

LIS IR (|

(X =2 0U X =-2)

wn
I

{-2; 2}

Malheureusement, le résultat est faux car x = 2 n'est pas solution. Ou est I'erreur ?
Dans |'équation apparai ssent des expressions qui ne sont pas définies :
5«22 20

et ——
2-2 2-2

Cet exemple montre que les dénominateurs doivent étre non nuls.

m Reégledecalcul

d
B:O@ (a:OEtbio)

Lorsgu'il y aplusieurs facteurs,

ap az

bib,
= (ajap; =0 et b1b2 +0)

= ((apz=0o0ua,=0) et (by £0 et b, #0))

= Exemple

5 x?2 20

X -2 X -2

Plutét que d'utiliser directement laréegle précédente, il est d'usage de passer par larecherche de I'ensemble de définition.

1-ére étape: déterminer I'ensemble de définition D del'équation, c'est-a-dire I'ensemble des x pour lesquels I'équation a

un sens (ici, pour X = 2, I'équation n'est pas définie)

D=R\ {2}

2-éme étape: chasser |e dénominateur commun puis résoudre |'éguation (déterminer les candidats)

5x2 =20
5x2-20=0
5 (x2—4> =0

5x-2) (x+2) =0
X-2=0o0ux+2=0

X=2o0UuXx=-2

3-eme étape (filtrage): ne retenir que les résultats qui appartiennent al'ensembl e de définition D

2 ¢D éliminer 2
-2e D retenir - 2
S={-2}
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m Méthode derésolution

Passer tous |les termes dans un méne nenbre.
Fact ori ser chaque dénomi nateur puis réduire au dénom nateur conmun.
Factori ser | e nunérateur.

Appliquer la regle de cal cul %:0 < (a=0et b +0) ou
* détermner |'ensenble de définition;

* chasser | e dénom nateur conmun;
* filtrer.

PR

m Deuxiéme miseen garde

Dans I'exemple qui suit, on a"simplifiélafraction par x — 2" :

X2 4x -4
X-2 x-2
X2 4x -4
— — =
X -2 X -2
X2 -4x+4
= — =
X -2
X - 2)?
<:>¥:0
X -2

=x-2=0

= X =2

S= {2}
Malheureusement, le résultat est faux car x = 2 n'est pas solution : dans I'équation apparaissent des expressions qui ne
sont pas définies :

22 4+2-4
et
2-2 2-2

Cet exemple montre que il ne faut pas simplifier une fraction par un nombreinconnu qui pourrait ére nul.

m Reégledecalcul

) ma a
Si m#0 alors — = —
mb b

[Dansle casoumpourrait &renul, on ne peut passmpl ifier)

= Exemple

x3+1 X2 +1

x3+x  x3+x
Ensemble de définition

x3+1 X2 +1 0
X (x2+1) X <x2+1> B

D=Rr\ {0}

Candidats
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X3+l—(X2+1)

X <X2+1>

x2 (x-1) =0

x2=0 ou x-1=0

x=0 ou x=1
Filtrage x € D

x=1

S=1{1}
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4. Inéquations réductibles au premier degré

m Réglesde calcul

4.1 Inéquations dedegré < 1

Additionner ou soustraire un méme nombre aux deux membres d'une inéquation

Lorsqu'on gjoute ou on soustrait un méme nombre aux deux menbres d'une inéguation, on obtient une inéquation

équivalente de méme sens

a<b =
a<b =

a+m<b+m
a-m<b-m

Multiplier les deux membres d'une inéguation par un méme nombre

Lorsqu'on multiplie les deux membres de I'inéquation

5 <7

par le nombre positif 3

3-5<3-7

on obtient une inéquation de méme sens

15 < 21

Lorsqu'on multiplie les deux membres de I'inéquation

5 <7

par le nombre négatif (—1), on obtient une inéquation de sens contraire

(-1) - 5> (-1)
-5 > -7

-7

=

Lorsgu'on multiplie les deux membres de I'inéquation

5 <7

par le nombre zéro, on obtient une égalité

0-5=0.7

0=0

Pour m> 0, a<b = m-a<m-b
Pour m< 0, a<b = m-a>m-b

On ne peut pas multiplier les deux membres d'uneinéquation par une expression dont on ignore le signe.
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Simplifier une inéquation

Lorsqu'on simplifie une inéquation par un nombre positif, on obtient une inéquation équivalente de méme sens.
Lorsgu'on simplifie une inéquation par un nombre négatif, on obtient une inéquation équivalente de sens contraire.
On ne peut pas simplifier une inéquation par O.

On ne peut pas simplifier uneinéquation par une expression dont on ne connait pasle signe.

S m>0, m-a<m-b = a<b
S m<O0, m-a<m-b = a>b

m |ntervalles de nombresreéels

Exemple 1
3x+7>0
3X>-7

En divisant les deux membres par 3 qui est positif, on obtient une inégalité de méme sens

L 'ensemble des solutions est

S:{XEIR X>—;}

L 'ensemble des solutions se note sous |la forme d'un intervalle ouvert

S=] ,Z; o [
3
Exemple 2
2x-3<0
2x <3

En divisant les deux membres par 2 qui est positif, on obtient une inégalité de méme sens

3

L'ensemble des solutions se note sous laforme d'un intervalle qui est ouvert a gauche et fermé a droite:
3
S = ] —w; —
2

Exemple 3
-5x+1=0
-5x=-1

En divisant les deux membres par (—5) qui est négatif, on obtient une inégalité de sens contraire:

-1
X< —
-5

L'ensemble des solutions se note sous laforme d'un intervalle qui est ouvert a gauche et fermé adroite:

1
S=] -, —
5
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Définitions des intervalles de nombres réels

la;, b[={Xe R | a <X <b} (intervalle ouvert)
[a;, b]={X e R | a < X <b} (intervallefermé)

[a; b[={X € R a < x <b}

\
l]a;, b]={Xx e R | a <X =<b}
la;, w[={X eR | a < X}

[a; w[={X e R | a = X}

|
] -, b[={X e R | X <b}
] - bl ={X e R | X <b}
Exemple:
[5) 7[={Xx e R |5 X <7}
Remarque 1: L'intervalle précédent contient des nombres réels tels que 6.6 = ? ou V29 . Il ne faut donc pas le
confondre avec un ensemble d'entiers (cf exercice C 14)
{Xx €z |5<x <7}={5; 6}
Remarque 2: L'intervalle suivant

[7, S[={X e R | 7< X <5}

est vide.

m Signede mx+ p

Exemplel:signede3x + 7.
Lafonction affine est croissante. Son schéma est

L e tableau de signes correspondant est

X - ‘—

sign@3x + 7)| - |0 =

Le tableau précédent se lit de la maniére suivante:
pour X < —%, ona 3x+7<0;

pourx:—g,ona 3x+7=0;

pour x> —%,0na 3x+7>0,

Exemple 2: signede-5x + 3.
Lafonction affine est décroissante. Son schéma est
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X ‘—oo ‘
|

sign(-5 x + 3) | ~+

Généralisation: signede (mx + p) danslecasou m > 0;
schéma:

p
m X
p
X -0 - — [¢3)
= |a
sign(mx + p) - 0 +
si m»>20
Signede (mx + p) danslecasou m<O0;
schéma:
D X
m
p
X ‘700 ‘—E‘ o

sign(mx + p) + 0 -
si m< O

Signification: danslecasou m < 0,
pour x< -2, ona mx+p>0;
pour x= -2 ona mx+p=0;

our x> -2, ona mx+ p<0.
m

4.2 Inéguations polynomiales réductibles a des produits de facteurs de degrés < 1

= Miseen garde
Soit arésoudre I'inéguation

2

X= =X

Divisons les deux membres de I'inéquation par x; on obtient
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X =1
Laréponse précédente est fausse. En effet, x = —2 est aussi une solution:

(-2)2: -2
4> -2

Attention: on ne peut pas simplifier uneinéquation par une expression dont on ne connait pasle signe!

= Méthode du tableau de signes
Exemple:
> X

2

X -x=0

X (x-1) =0

Tableau de signes:

X 0 1
sign(x) 0|+ |+ |+
sign(x - 1) [-|-|-]0]~+

sign(x(x-1)) |+|0[-|0

Ensembl e des solutions:
S=]-cw; 0] U [1} o]

L 'ensemble des solutions est la réunion de deux intervalles.

= Remarque

La méthode du tableau de signes fait appel, pour remplir la derniére ligne du tableau, a la régle des signes pour le
produit de deux facteurs. Pour le signe de la somme de deux termes, il n'‘existe pas de régle simple et la méthode du
tableau de signes n'a pas de sens. C'est pourquoi la clé de laméthode est la factorisation.

m Méthode derésolution

1. Passer tous |les termes dans un ménme nenbre.
Factori ser.
3. Faire un tableau de signes en prévoyant

* une ligne pour la variable x;

* une |igne pour chaque facteur;

* une ligne pour |le produit de facteurs.
4. Lire |'ensenbl e des sol utions.

N

4.3 Inéguations rationnelles réductibles a des produits de facteurs de degrés < 1

= Miseen garde
Soit arésoudre I'inéguation

2x+1 -X+4

X +3 X +3
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Chassons le dénominateur commun
2X+1<-x+4
3x <3
x<1
Il Sensuit que x = —4 devrait étre une solution, ce que nous allons vérifier

2 (-4)+1 -(-4)+4

<

(-4) +3  (-4) +3
-7 8

101

7<-8

La méthode précédente est donc fausse.
Attention: on ne peut pas chasser le dénominateur commun lorsqu'on n'en connait pas le signe!

m Méthode du tableau de signes

Exemple:

2x+1 -X+4
<
X +3 X +3

2x+1 -x+4

— <

X +3 X+3

(2X+1) - (-x+4)

X +3
2X+1+x-4
- <0

X +3
3x-3

<0
X +3
3(x-1)
X +3 -
x-1

<0
X+3

X -3 1
sign(x - 1) |-| - |-]0[+
sign(X + 3) |- 0 |+[+|+
sign(%) R T I o

Le symbole |1 signifie non défini.

S=1-3; 1]
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m Méthode derésolution

Passer tous les termes dans un nénme nenbre.

Fact ori ser chaque dénomi nateur puis réduire au dénom nateur conmun.
Factori ser | e nunérateur.

Faire un tabl eau de signes en prévoyant

* une ligne pour |a variable x;

* une |igne pour chaque facteur du nunerateur;

* une |igne pour chaque facteur du dénoni nateur;

* une |igne pour |'expression conpléte.

5. Lire |I'ensenbl e des sol utions.

PR

4.4 Systemes d'inéquations

Exemple

<X <-X>+x+4

X | =

Il sagit d'un systéme de deux inéquations:

1ox
X

{ X<-X2+x+4
Entre les deux inéquations, il faut gjouter le mot et qui est le sens que I'on donne al'accolade.

1-ére partie: résolution de la premiére inéquation

1
— =X
X
1
—-x<0
X
1-x2

<0
X
(1-x) (1+x)

. <

X -1 0 1
sign(l-x) [+ + + 0]-
sign(l+x) [-| O + + |+
sign(x) [-| - [-]0]+]|+]+
Sign(l_:z) +[ 0 |=|un|+[0]-

L'ensemble des solutions de la premiere inéguation est
Si=[-1 of| )11 el

2-eme partie: résolution de |a deuxiéme inéguation

X<-x2+x+4
x2-4<0
(x-2) (x+2) =<0
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X -2 2
sign(x-2) |-| - |-1]0 |+
sign(x+2) |- 0 [+ [+ |+
sign(x?-4) |+ 0 |-]|0 |+

L'ensemble des solutions de la deuxieme inéquation est
S = [-2; 2]

3-éme partie: résolution du systéme des deux inéquations

On cherche I'ensemble Sdes x qui vérifient les deux inéquations. Il sagit donc des x qui appartiennent alafoisa S, et a
S:
S=5N%S

Pratiquement, on peut déterminer |'intersection de S;, S; au moyen d'un graphique:

R -2 -1 0 1 2
S o———— [

S @ @
S o———— o————©O



