Marcel Déléze
Edition 2017

Théme : Circuits RLC série
Lien vers les énoncés des exercices:
https://www.deleze.name/marcel/sec2/applmaths/csud/complexes/1-circuit RLC _serie.pdf

Package Tableaux

Le package Tableaux offre diverses procédures pour afficher des tableaux incluant les titres de
lignes et de colonnes, le formatage des cellules et la possibilité de tourner le tableau d’un quart de
tour.

Pour avoir accés au package, il suffit de connaitre son adresse web:

Needs ["Tableaux™ ",
"https://www.deleze.name/marcel/sec2/applmaths/packages/Tableaux.m"]

Pour ne pas oublier d'exécuter ces instructions au début de chaque session de travail, il est con-
seillé de déclarer les instructions Needs comme étant des cellules d'initialisation. Pour ce faire,
sélectionnez les cellules voulues puis passez par le menu

Cell / Cell properties / Initialization cell

Corrigé de I'exercice 1-1

Calculons d'abord la vitesse angulaire w. Lorsqu'une roue de rayon rq roule sans glisser, la distance
v t effectuée par son centre durant l'intervalle [0, f] est égale a la longueur de I'arc qui a été déroulé

durant ce méme temps r1 a=r1 wt, donc

vt=riwt

V=rw
ki 1000
v leg % 108 T 108 000 150
W= — = = = -
ri 0.2m 0.2m 0.2 x 3600 s S

ce qui signifie que, durant chaque seconde, la roue tourne d'un angle de 150 radians.
La fréquence vaut

w
v=—=23.87s1=~23,87Hz
271

ce qui signifie que la roue accomplit environ 23.87 tours par seconde.
La période est de
1 27
T=—=—2>0.04189s
4 w

ce qui représente la durée d'un tour de roue.
On peut maintenant écrire les angles horaires des deux valves

150 7T
a1 (t) =wt+p1 = —t - —
S 2
150 T
oy (t) =wt+py= —1t+ —
S 4
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Le déphasage entre les deux valves est un angle constant

T 37T
=01 (t) - (t) =p1-2=-—--—=-—
2 4 4

ce qui signifie que la premiére valve a un retard de 34—" radians sur la deuxiéme.

Les horaires des valves, situées a une distance r, de I'axe, sont respectivement

150 T
(Xl <t>) =r (COS (wtﬂpl)) -90.15m cos <Tt75)
y1 (t) sin (wt+¢q) Sin(%t_g)
150 7T
o <t>) -r, (Cos (wt”’”)) _e.1sm| (Tt 2)
y2 () sin (wt+@y) Sin(%tJrg)

Corrigé de l'exercice 1-2

Puisque le mouvement des aiguilles est uniforme, I'angle horaire de l'aiguille des heures est de la
forme
an (t) = wnt+on

La vitesse angulaire de l'aiguille des heures est de 1 tour en 12 heures dans le sens rétrograde

tour 27T 7T
Wh = -1 e — e —
12 h 12h 6h
A I'heure t =0, l'aiguille des heures est orientée vers le haut
Tt
Oh = —
2

L'angle horaire de I'aiguille des heures est donc

JT JT
o (t) =

6h 2
Interprétons I'angle horaire au moyen d'une table de valeurs particulieres

t [h] 0

|
an(t) [rad] |

|3] 6 | °
E@7E — T
1

L'angle horaire de I'aiguille des minutes est de la méme forme
Om (t) = wnt+ @n

La vitesse angulaire de l'aiguille des minutes est de 1 tour par heure dans le sens rétrograde

tour 27
Wy = -1 = - —
h h
A I'heure t =0, l'aiguille des minutes est orientée vers le haut
JT
On = —
2
L'angle horaire de I'aiguille des heures est donc
t) 271 ¢ Tt
o1 =-—t+—
" h 2

Interprétons I'angle horaire au moyen de tables de valeurs particuliéres
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1113
t [h] ° |4 2 | 4
T _
am(t) [rad] 2|a 2| 7T
17 9 19
t [h] 4 " | ° | "
am(t) [rad] 7152—” —871|—17T” 97

A l'instant t=4 h, I'angle horaire de - 15?" signifie que, apres avoir fait 4 tours, I'aiguille pointe vers le

haut.

Partie b) Nous aimerions maintenant que, a l'instant { =4 h, I'angle horaire de I'aiguille des
minutes indique 2.

am(t) [rad]

U HHE
HEHE

2 |
2

Dans I'angle horaire de l'aiguille des minutes, nous modifions I'angle initial.

7t
2

Premiére méthode: la fonction affine a(t) de pente w qui passe par (tp, ag) est a(t) = w (t - tp) + ao; ici

277 T 27 17
am (t) = - (t-4h) + g —Tt+ 5
Deuxiéme méthode: calculons I'angle initial ¢, a partir de la condition
7T 277 T 17
om (4h) = — = -—— (4h) +on=— = Y= ——
2 h 2 2
27 17 77
om (t) = - . t+ 5
Partie ¢) Il y a deux situations dans lesquelles les aiguilles sont perpendiculaires:

*

I'aiguille des minutes a une avance d'un quart de tour sur l'aiguille des heures;

*

I'aiguille des minutes a un retard d'un quart de tour sur l'aiguille des heures.
En d'autres termes, les deux aiguilles sont déphasées de + f

Premier cas:
T
om (t) =an (t) +5
-2 17 7t Tt Tt i
—t+ :(— + —| + —
h 2 6h 2 2
15 7t 117
— = —1t
2 6 h
45 h _
t=——=4h05min 27. 27 s
11
Deuxiéme cas:
Tt
om (t) =on (t) - —
-2 17 7t 7T 7T Tt
—t+ :(—— +—)——
h 2 6h 2 2
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17 117
I
2 6 h

51h

t= ——=4h38min10.90 s
11

Exercice 1-3
a)
a1 (t) =a1 (@) +wr t
b) Durant un intervalle de temps At donné, les longueurs d'arcs sur les deux cercles sont les
mémes
I P Aoy 1= 1 Py Ao |
I Aoq | I Ao |
ri =
At At
r 1wl =r 1 Wyl

Les deux vitesses angulaires sont de signes opposés

ri
Wy = —— W1
ra
a (@) =TT
r
oy (t) =0 (©@) +wat=m-—w t
ra
c) Mouvement harmonique qui approche le mouvement du point B :

comparons les positions extrémes que peut prendre le point B:  Xmax — Xmin = 2 I2;
il s'agit donc d'une oscillation d'amplitude r, autour d'une position centrale notée xo;
alinstantt=0,ona ax(0)=rret x(0)-xo=-r2=r2cos(az(0)), d'ou

ra
T— —w t
ro

X (t) —Xg =rycos (ay (t)) =rycos

y (t) =ye

Numériquement,
0.5 300 27
oY

X (t) -Xe=0©.2mcos |- —— =
0.2 60 s
0.5 300 271 25 77
9.2 mcos 7'(7771:) = 0.2mcos n——t) ~0.2mcos (n—78.54s*1t)
0.2 60 s S
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Exercice 1-3 d) (facultatif) Mouvement d'une bielle

Notons x I'abscisse du point B comptée a partir du centre de la deuxiéme roue.

— s s (x cos (az) (x—r‘z cos (o)
AB AO 0,B=0,B-0,A = - . = .
2752 2 2 (9) 2 (51n (az)) -rysin (az)

Notons m la longueur du bras AB. On a la relation

2 2

24 (-rysin (a))%=m

(X-rycos (a2))
(X = r2cos (02))% =m?~ (rysin (az))?
Nous admettons que

X >y = X -1y Ccos (ay) >0

D'ou

X - Py €OS (ay) \/mz— (ry sin (o) )2

2 2

X = Py COS (az) +\/m - (rysin (o))

X (t) = rycos (ap (t)) +\/m2— (rysin (o (t)))?2

X (t) =rycos (wat+oy (0)) +\/m2— (rysin (wat+oy (0)))?2

X (t) =rycos (wat+oy (0)) +\/m2— (rysin (wat+oy (0)))?2

X (t) =rycos (wyt+m) +\/m2— (rysin (wy t +1))2

Pour I'exemple numérique : rn =1, m=3, wy =-78.54, comparons les mouvements
* mouvement d'une bielle (exact, question d, courbe en trait continu) et
* harmonique approché de méme amplitude (question ¢, courbe en traitillé) :

Clear[xh, x]

X[t_] := Cos[-78.54t + n] +\/9- (sin[-78.54t +x])?

xh[t_] :=Cos[-78.54t+xn] +\V9-0
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Plot[{xh[t], x[t]}, {t, 0, 0.17},

PlotStyle - {Dashing[{0.01 }], Dashing[{}]}, AxesOrigin -» {0, 3}]
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Exercice 1-4
a) D'aprés le formulaire
7[- 0
cos (——oz) =sin (a) et cos (-f3) = cos (3)
2

JT JT
= sin (a) = cos (— (a— —)) = COoS (oc— —)
2 2
Appliquons cette derniére formule a notre probleme

- A 7 N
I(t)=Isin(wt-¢) =1Icos (wt—@—z) =Icos (wt+y)
JT

ou 02=-0- =
2

N N s A
U (t) =Usin (wt) =Ucos (wt—g) =Ucos (wt+o1)

JT
ou Y1 =-—
2
b) D'aprés le formulaire

JT
cos (o) = sin (a+ —)
2

Appliquons cette derniére formule a notre probleme

I(t)=Icos (wt-¢)=1Isin

JT A~
wt—q)+5) =Isin (wt+ey)

R 7T
ou Q2= -0+ —
2

N N Vs N
U (t) =Ucos (wt) =Usin (wt+5> =Usin (0t +1)

. JT
ou ¥1 = —
2
c) Les deux cas peuvent se ramener a la forme

I(t)=Icos (wt+qy)

U(t) =0cos (wt+oq) ou 01— Q3 =
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Exercice 1-5
Z=wlL =2nvlL
O=zI=2nvLI
R 25V ~1.457H

20y § 2750Hz0@.71A

Exercice 1-6
Premiére situation
Up=23I1=wiLI;=27viL 1,
Deuxiéme situation: méme bobine (méme inductance L)
U=21,=w,LI,=21v,L 1,
Comparaison: méme tension
Ui = 0,
27TV, Lfl =2mvyL iz
vili=vo I,
viI; 5@Hz1A

1, - ~ ~9.05A
vy 1000 Hz

Exercice 1-7

Unprotect[C];

Clear[R, L, C, Z, w]

1 2
Z[w_] := [R%+ (Lw— —]
Cw

Ensemble de définition (pour le physicien, dans ce contexte, la pulsation est positive) :

Dz =] 0; «f
Signe: la fonction est positive sur son ensemble de définition

Asymptote verticale

1 2
lim Z (w) = 1im |R*+ |[Lw- —| =
w]0 w|0 Cw
Asymptote verticale simple w=0.
Asymptote horizontale
lim Z (w) = donc pas d' asymptote horizontale.

w —

Asymptote obligue du c6té de + oo
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R*+ (Lw- ) R2 1 2
a - lim - lim ol 1im _+(L_
W — w W - © Q)Z W - o W Cw2
1 2
b=1im (Z (w) -aw) = 1lim R? + Lw——J - Lw| =
W — © W —> @ COJ
RZ+ (Lw- 2)% - Lo| | [R2+ (Lu-2)% + L
Cuw Cuw
1im =
w — o
\/R2+<Lw1)2 +Lw
Cuw
R24 (Lw- 2)2- 1242 R2_-2 !
1lim ( Co ) - 1lim C2 w2 _ 0

WS W
\/R2+(Lw—$)2+Lw \/R2+(Lw—£>2+Lw

Asymptote oblique Z=Lw
Dérivée

Z'[w]

Cuw Cw
La dérivée posséde un et un seul zéro appelé pulsation de résonance
1

JiLc

Pour 0 < w < wy, la dérivée est négative; la fonction est décroissante sur ]0; w,].
Pour w, < w, la dérivée est positive; la fonction est croissante sur [ wy; oof.

Wp =

L'impédance est minimale pour w = w;.

Graphique (qualitativement)
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Plot[{Z[w], Lw}, {w, ©.1", 3}, PlotStyle » {Dashing[{}], Dashing[{©.01"}]},
Ticks » {{{wr, "\!\ (\*SubscriptBox[\ (w\), \(r\)1\)"}}, None},

AxesLabel -» {"w", "[Q] Z"}]

Qz
L w
wr
Exercice 1-8
La fréquence propre est la fréquence pour laquelle Z=R :
1
wL-—=0
wC
1
wlL=—
wC
1
w? =
LC
1
w =
VLC
w 1 1
v = = ~ ~26.526 kHz
27 2xyLc  2xV0.12H300  10°2F
Exercice 1-9
w? =
LC
1 1 1
L = = =~ ~ 5 mH

w?C 4 VIC g g2 (10 103Hz)25o 107 °F

Exercice 1-10

Impédance a la fréquence de 50 Hz

w=2mv=1007s 1
C=10°F
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1 1
Z= — = Q==~3183.1Q
wC 104
Intensité du courant
0=325Vv
. 0 325V
I=—= ~0.102A
Z 3183.1Q
Déphasage :
1 1
. wb-7¢c @-¢ n
sin (@) = = =-1 = ¢p=-—
Z 1 2
wC

Impédance pour un courant d'intensité 1.4 A

U 325V
Z=—=~——=232.140Q
7 1.4A
Fréquence correspondante
1 1 1 1
- — = — Vv = ~ Hz ~ 685.6 Hz
wC 27vC 2n1Z2C 27232.14 «10°°

Exercice 1-11

Résistance inductive
wL=271v0L=27m50Hz0.005H =1.5708Q

Résistance capacitive
1 1 1

R = =10.6103 Q
wC 2mnvC 2750Hz300 10°°F

Impédance

2

1
wlk-—

. -/ (100)%+ (1.5708 0 - 10.61030) % = 13.48010
w

Z= |R%+

Amplitude du courant

= —— =24.1096 A
13.4801 Q@

. 0 325V
I-—
Z

Déphasage
1
wb-—=-1.57080-10.6103Q

tan () = ve - ~0.90395
R 10 0

@ =arctan (-0.90395) =-0.73499=-42.11°

Le décalage temporel, plus précisément le retard du courant sur la tension, est
- +0.73499
AMt=— = —  -2.3396 107°3s
w 2150 Hz

Représentation de Fresnel en respectant I'échelle

fresnel[10, ©0.005, 0.0003, 325., 314.159]
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Commentaire : le circuit est capacitif (¢ < 0).

Exercice 1-12

5

ifw_] :=

ey
lot|i 2 L 8
Plot[i[w] /.r -2, {w, o’ }s

ImageSize -» {500, 300}, AxesLabel » {"w", "i"}, PlotRange - A11]

25+

T

20

T T T T T T

T

0.5

Solve[i'[w] =9, w]

{w- -1}, {w—> -1}, {w>1}, {0->1}}

if1]
5

2
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Plot[{i[w] /.r>1,i[w] /.r-0.5,i[w] /.r-0.1",i[w] /.r-3, i[w] /.r->5,
tracé de courbes

1
ifw] /.r > 10}, {w, —, 8}, ImageSize - {500, 300}, AxesLabel » {"w", "i"}]
10° taille d'image titre d'axe

35
30
25
20f
151
10F
05]
i i i 1 i i i 1 i i i 1 i i i 1 w
r 2 4 6 8
Le maximum est situé au point (1; %) en particulier
au point (1; 0.5) pour r=10;
au point (1; 50) pour r=0.1;
Plot[{i[w] /.r>1,i[w] /.r->0.5,ifw] /.r-0.17,
tracé de courbes
1
ifw] /.r >3, i[w] /.r>5, i[w] /.r- 10}, {v, — 8},
10
ImageSize » {500, 300}, PlotRange » All, AxeslLabel -» {"w", "i"}]
taille d'image zone de tracé |tout |[titre d'axe
i
5ol
aof
30:
20:
10:
L w

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



1-circuit-ric-serie-cor.nb | 13

Exercice 1-13 et 1-14

Voir le chapitre Equations différentielles du deuxieme ordre.
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