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AVANT-PROPOS.

En janvier 1976, M. Déleéze et J.-J. Go&l publiérent le
premier élément fini de classe Cl défini sur un tétraédre @].
Accompagné d'un autre élément de degré plus élevé, cet &lément
fini fit l'objet d'un article dans "International journal for
numerical methods in engineering" Eﬂ .

Pour distinguer ce premier élément des versions ultérieures,

nous l'avons baptisé variante I-A. Il s'agit d'un élément a 16

paramétres; ce sont, a chaque sommet du tétraédre, la valeur de
la fonction et de ses trois dérivées partielles. Les interpolants
sur un tétraédre sont définis & partir de 44 fonctions de réfé-
rence, a savoir 16 polyndmes de degré < 3, 12 polyndmes par mor-
ceaux de degré < 3 et 16 fonctions rationnelles par morceaux.

La forme de ces derniéres fonctions est lourde et compli-
quée. Cette thése vise 3 déterminer des fonctions de référence
un peu plus simples. Nous avons abouti & deux éléments finis
améliorés, la variante I-C et la variante II. Les méthodes que
nous avons développées sont assez générales et peuvent apporter
une contribution & la construction d'autres éléments finis. La

construction a &té complétée par l'analyse de l'erreur d'inter-

polation dans les espaces de SOBOLEV.

hhkikhi%

Cette publication a &té faite avec 1l'appui financier du Conseil de
1'Université de Fribourg.
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§ 1 INTRODUCTION.

l1.1. Définitions.

Tous les éléments finis dont nous parlerons seront des
éléments finis droits, c'est-&-dire définis sur des polyédres

deIRn.

Définition 1.

Un élément fini est un triplet (X,Q,V) ol

(1) K est un polyé&dre compact de R" dont l'intérieur n'est
pas vide;

(ii) V est un sous-espace linéaire de Cs(f);

(iii) Q: Cs(f) ——9]RN est une application dont les composantes

Ql,...,QN , appelées paramétres, sont de la forme

Qi(v) V(Ai), Ai € K,

ou bien Qi(v) Dv(Ai)(Eil),---r

ou bien Qi(v) DSV(Ai)(Eil,---,EiS),

n .
Eiqreeer g ER, 1= 1,...,N.

(iv) Ia restriction Q[V est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

Définition 2.

L'interpolation associée & un élément fini (X,Q,V) est l'applica-

tion linéaire
s —

T = (0 () .



Définition 3.

Désignons par {el,...,eN} la base canonique deZRN. La base de
Lagrange d'un élément fini (K,Q,V) désigne la base

{Q—l(el) e IQ—l

e V.
(eN)} d
Lorsgu'un des paramétres est une dérivée d'ordre 2> 1, la

base de Lagrange est aussi appelée base d'Hermite.

Définition 4.

Un élément fini (K,Q,V) est dit de degré k: ¢ V contient

tous les polyndmes p: K —> IR de degré < k.

Un élément fini (K,Q,V) est dit polynomial: ¢ tous les

éléments de V sont des polyndmes.

Définition 5.

Nous introduisons les egspaces de SOBOLEV. Soient {§ un ouvert

borné de IRn,

D@):= {Pe c”(Q); support de Y compact dans Q}.
Pour les multi-indices a = (al,...,an) e:mn, nous notons
lafz=a; + ..o +a_
Jo
9%:= 3 9 .
X L el ax

Soit v € L2(Q). On dit que y%v € LZ(Q) si et seulement si il

existe une fonction de LZ(Q) notée 3%v telle que ¥ \P € D (Q)

[ % = T LR P LIV
Q Q

L'espace
m 2 o 2
H (R):= {v € L7(Q); 3 ve L (Q) pour |o| € m}

est muni des semi-normes
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y2
2 .
vy, qt= 3%y . 3 = o(Lim,

L]
|
P
L~
FORaneN

et de la norme
m > ¥2
vl o= €1 1v2 3, mem.
j=o
P m - P m
On définit HO(Q) comme étant 1'adhérence de &0 (2) dans H (Q)

relativement & la norme || [}m qQ°
14

Définition 6.

Soient Q un ouvert borné deZRn et k 2 1. Une fonction v: § —™ R

est de classe Ck presque partout: &> v € Ck-l(ﬁ) et il existe

dans R" des ouverts disjoints & bords lipschitziens U ;U

17

N
tels que L_J Gi = Q et V]U e Ck(Ui) pour i = 1,...,N.
i=1 i

N

Remargue.

Contrairement & la définition des fonctions de classe Ck par

morceaux, nous n'exigeons pas que Vv € Ck(ﬁi) pour i =1,...,N.

5,

Exemgle.

Sur le triangle
Q:= {(x,y) €R*; x>0, y > 0, 1l-x-y > 0},

considérons la fonction

2
Vo= L

»

2
Nous allons montrer que v est de classe C° presque partout, que
ses dérivées partielles d'ordre deux sont bornées, mais que v

n'est pas de classe C2(§).

Remarquons d'abord que, dans Q, nous avons

<

<1 et 0 < —L — < 1.
X +y X +y
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Les dérivées partielles

2xy Xy
o vix,y) = - '
X X + vy (x+y)2
x2 x2y
d_ v(ix,y) = -
y X +y (x+y)

se laissent prolonger continfiment en (0,0) et, par suite,

v € Cl(ﬁ). Par contre,

2y 4xy 2x2y

X +y

+

2
9 V(XIY) =
X (x+y)2 (x+y)3

ne se laisse pas prolonger continlment en (0,0) puisque

ai v(0,y) = 2 Vy > 0,

Yx > 0.

|
(@

2
ax v(x,0)

Cependant, Bi v reste borné dans Q.

On obtient des résultats analogues pour BX ay v et 8; V.

Définition 7.

Soit {§ un polyédre ouvert borné dansIR3. Nous appelons mosalque

de tétraédres une décomposition de @ en un nombre fini de

tétraédres fermés Sl""’SM satisfaisant
_ M
(i) a=L_1s ,
m
m=1
(ii) pour 2 # m, SQfW Sm est soit vide, soit un sommet commun

a s, et Sm , soit une aréte commune & Sg et Sm , soit une

face commune a3 S, et S .
2 m
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Définition 8.

Soient {§ un ouvert de:Rn,
T un sous—-espace affine de R" de dimension m avec
TN Q # @ et 1 g m< n,
v: § —>1R une fonction continue.

Nous dirons que " considéré comme une fonction de m

Virng!
variables, est un polyndme de degré < k" ou bien que "v|Tf)Q
est un polynbme de degré < k &8 m variables" si et seulement si,
pour une paramétrisation affine p:IRm —> T, la fonction ve p

définie sur p_l (Trn Q) est un polyndme de degré < k.

Notation.

. n 1= — n .
Soient { ocouvert dansIR , v € C (Q), A € Q et £ €R . Nous uti-
liserons la notation suivante

ag v(A) := Dv(A) (&)
c'est-a-dire

3. v(A) = El 3 v@Aa) + ... + gn ax v(A).

1.2, Enoncé du probléme élément fini.

Soit 8 un tétraédre fermé&, non dégénéré, de sommets

Al’AZ’A3’A4 dansIRB. Nous cherchons un espace linéaire

V = V(S) C Cl(g) possédant les propriétés suivantes.
(i) Les fonctions de V sont de classe C2 presque partout; leurs
dérivées partielles d'ordre deux sont bornées.

(ii) V contient tous les polyndmes de degré < 2 a trois variables.
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(1ii)

(iv)

(v)

Pour seize nombres réels C donnés, il existe

l""'ch

un et un seul élément v € V tel que

VI(A)) = Cyy3 9% V(By) = Cyy
8y V(B = Chy 0, VIR = Cyy
i= 1(1)4.

Soient Sl et S2 deux tétraédres d'une mosalque. Soit

{Al,...,AK} l'ensemble des sommets de S, et S Pour 4K

1 2°

nombres réels donnés, le probléme d'interpolation (iii)

détermine une fonction vl définie sur Sl et v2 définie

Nous exigeons que vy et 2 colncident sur Slﬂ 82

et définissent ensemble une fonction continlment différen-

sur SZ'
tiable sur SlLlsz.

L'espace V et la solution v € V du probléme d'interpolation
(iii) ne dépendent pas de la numérotation des quatre som-

mets de S.

Remarque 1.

La pro
d'ordr

V(S) c

priété (i) entraine que ¥ v € V, les dérivées partielles
e deux de v appartiennent a Lw(S). En particulier,

2
H (9).

Remarque 2.

Défini

Q

Q

i

ssons Q: Cl(g) ﬂIRl6,
4i-1 (V)= Byv(Ai), Qu; (V=09 v(A])
= 1(1)4.



La propriété (iii) exprime que (S,Q,V) est un élément fini.

En particulier, dim V = 16.

Remarque 3.

La propriété (ii) s'énonce aussi "1'élément fini (S,Q,V) est

de degré deux".

Définition 1.

Soit ¥ l'ensemble des tétrad&dres non dégénérés de:Rs. Une solu-
tion du probléme élément fini ci-dessus est une famille d'élé-
ments finis

{(s,Q(8), V(s)); s e ¥ }.
Une telle famille sera caractérisée par un &lément fini générique,
c'est-d-dire un élément (S,Q(S), V(S)) ol S € ¥ est un paramdtre

libre.

Définition 2.

Soient (S,Q(S), V(S)) un élément fini générique solution,
2 un polyédre ouvert borné dansZR3,

Sl,...,SM une mosalque de tétraé&dres sur Q,

{Al,...,AK} l'ensemble des sommets de Sl""’SM'

A 4K nombres réels cok’clk’CZk’c3k’

correspondre une fonction w: @ — R telle que

k = 1L(1l)K, donnés, on fait

wIS e V(Sm) pour m = 1(1)M et
m
wiBg) = cop 0 WA = cpy
BY w(Ak) = Cor az w(Ak) = c3k r k = 1(1)K.
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L'ensemble W des fonctions w ainsi construites est appelé

-

espace de type élément fini associé & la mosalque.

Définition 3.

La premiére partie de la propriété (iv)

colncident sur S.Nns."

v. et V2 1 2

1
a la conséquence suivante
"pour toute mosalque de tétra&dres sur un Q, l'espace de
type é€lément fini associé W est inclu dans Co(ﬁ)".

On dit alors que 1'élément fini générique (S,Q(S),V(S)) est

de classe Co.

La propriété (iv) entraine que, pour toute mosalque de tétraddres
sur un @, l'espace de type élément fini associé est dans Cl(ﬁ).
On dit alors que 1'élément fini générique (S,Q(S),V(S)) est

de classe Cl.

Définition 4.

Soient (S,Q(S),V(S)) un élément fini générique solution,
Sl,...,SM une mosalque de tétraédres sur @,
W l'espace de type élément fini associé,

{Al,...,AK} l'ensemble des sommets de S « 1S .

1"°" M

On définit l'interpolation globale

e Cl(ﬁ) —> W
par m(f):= w ol w est la fonction de type élément fini satis-

faisant

w(A ) f(Ak) 9 W(Ak) =3_ f£(a)

By W(Ak) = By f(Ak) Bz W(Ak) =9d_ f(A

k = 1(1)K.



Proposition.

Soient (S,Q(S),V(S)) un élément fini générique solution,
Sl,...,SM une mosalque de tétraédres sur Q,
W l'espace de type é&lément fini associé.

Les inclusions

. 2
v(Sm) c H (Sm), m = 1(1)M,
Wce cl(ﬁ)
entrainent que
. 2
(1) We H (),
. 2 1
(ii) {w € wW; wlaﬂ = 0} c H ()N HO(Q),
(111) {w € W w0 =g—¥m= O}CHg(Q),

v

Démonstration.

2 désignant la dérivée normale au bord du poly&dre Q.

Cette proposition est un cas particulier d'un théoré&me connu.

Voir par exemple CIARLET [3], Theorem 2.1.2.

7.

1.3. Les solutions du probléme élément fini.

Définition.

Soit (S,Q(S),V(S)) un élément fini générique, solution du
probléme élé&ment fini 1.2.
Soit § le tétraédre de référence de sommets

’\J Y] ny n
Al = (0,0,0), A2 = (1,0,0), A3 = (0,1,0), A4 = (0,0,1).

Soit L: $ —> S l'application affine définie par L(Xi) = A

i=1(1)4.

il
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Nous appelons espace de référence de l1'élément fini générique

" —
tout sous-espace linéaire Uc:Cl(g) de dimension finie tel que,
pour tout S,

Vis) ¢ {B.17%; ¥ e ).

Corollajire et définition.

Soit U un espace de référence de 1'élément fini générique
(S,Q(8),V(S)). Alors v € V(9) peut se mettre sous la forme
d'une combinaison linéaire
J
f\l -
v= )} s, u.°oL
ot J J
o U " - . N s o
ou {ul,...,uJ} est un systéme générateur de U fixé indépendamment
. n v
de S. Les fonctions u,,...,u

1

référence de 1'élément générique.

3 sont alors appelées fonctions de

Les solutions du probléme élément fini.

Nous avons construit deux éléments finis génériques
(S,Q(S),VI(S)) (variante I-C),
I .
(5,Q(8) ,v7"7(8S)) (variante II)

qui sont solutions du problé&me élément fini 1.2.

La variante I-C s'exprime avec 44 fonctions de référence
(voir § 6). Ce sont 16 polyndmes de degré < 3, 12 polyndmes par
morceaux de degré < 3 et 16 fonctions rationnelles par morceaux
(voir 6.2).

Un espace de référence n'apparalit pas immédiatement lors

de la construction de la variante II (voir § 5). Un élément



v € VII(S) s'exprime sous la forme

28 N -1
v= ) s, u.,elL
j=l J J
ol Bl,...,ﬁl6 sont des polyndmes de degré < 3 indépendants
de S et 317,...,328 sont des fonctions rationnelles qui dépendent

encore de S. Nous montrerons que la variante II se laisse expri-

mer avec 52 fonctions de référence (voir 5.4, théoréme 2).

Plan de 1l'exposé.

La premiére partie de l'exposé est consacrée 3 la construc-
tion des é€léments finis. Elle comprend les paragraphes 2 3 6.
La construction des deux variantes comporte des parties communes;
le paragraphe 2 rassemble certains aspects de la construction qui
relévent de l'algébre linéaire; le paragraphe 3 construit les
€léments finis triangulaires de classe Cl qui correspondront plus
tard aux faces du tétraé&dre; le paragraphe 4 construit seize poly-
ndmes de degré < 3 qui sont des fonctions de référence communes
aux deux variantes. D&s lors, la construction se ramifie; le para-
graphe 5 aché&ve la construction de la variante II; le paragraphe 6
achéve la construction de la variante I—Cf

La deuxiéme partie de 1l'exposé est consacrée aux programmes
FORTRAN (paragraphes 7 et 8). Pour chaque variante, le programme
peut résoudre le probléme d'interpolation 1.2-(iii) et peut dé-
terminer la base d'Hermite de V. Chaque programme est précédé
d'un mode d'emploi. Il est possible d'aborder directement la lec-
ture de cette partie et d'utiliser les programmes sans avoir pré-

alablement é&tudié la construction.



18 1.4

La troisiéme partie analyse l'ordre de l'erreur d'inter-
polation (paragraphe 9). Nous montrerons que nos éléments finis
satisfont aux majorations usuelles pour des éléments de degré
deux.

L'exposé s'achéve par des remarques sur l'intégration numé-

rique au moyen de tableaux de référence (paragraphe 10).

l.4. Application & 1'équation biharmonique.

Soit le probléme de la dynamique des fluides

A2 u = f dans Q

u = 2u = 0 sur 3Q
oV

ol Q@ est un poly&dre ouvert borné connexe dansIR3, f € LZ(Q)
et g% est la dérivée normale au bord de Q. Ce probléme est con-
sidéré sous la forme variationnelle

trouver u € Hg(ﬂ) tel que Vv e Hg(Q)

a(u,v) = b(v)

ol a: Hg(ﬂ) X Hg(Q) —> 1R, a(u,v):= f Au Av,
9]

b: Hé(Q) —> R, b(v):= [ fv.
9]

La forme bilinéaire continue a est Hi(ﬂ)—elliptique, c'est-a-dire
dc > 0 tel que

2 2
Vv e H (@) alv,v) > clv] o.

Pour une suite réguliére de mosalques {S 7 eeesS

) ;

1,n n}"n € N,
sur @ (voir 9.5), définissons h := max diam(S

k=1 (1)K k,n
n



désignons par Vn 1l'espace des fonctions de type €lément fini
vy associées a4 la n-&me mosalque et satisfaisant

oV
n

Vnlan T 3V |a@
Le probléme discrétisé selon la méthode de RAYLEIGH — RITZ-GALERKIN

= 0.

s'énonce
trouver u_ € V_ tel que Vv €V
n n n n
a(un,vn) = b(vn).

A partir du théoréme 9.5, on démontre le théoréme suivant par

des arguments classiques.

Théoréme.

(i) lim |ju-u
n->o

n”2,Q =03

(ii) il existe une constante c . ne dépendant que de et de la

3

suite des mosalques telle que si u € H (Q) N Hg(Q)

alors ¥Vn € N

]]u—un]]2,Q < ch, ]ul3,9.

Remargue.

Dans [4], CIARLET et RAVIART ont décrit une méthode non conforme
pour résoudre 1l'équation biharmonique 3 n variables. Pour obtenir
une majoration analogue & (ii) ci-dessus, ils ont d supposer

u e Hi(@)rw u?(9).
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§ 2 INTERPOLATION LINEAIRE ABSTRAITE.

Nous dégageons ici certains aspects de l'interpolation

linéaire qui relé&vent de l'alg@bre linéaire.

2.1. Probléme d'interpolation linéaire; paramltres.

Soit W un espace vectoriel réel. On appelle probléme d'in-

terpolation linéaire (abstrait) une application linéaire

Q: W —~9]Rn. Les composantes Ql""'Qn de Q sont des formes

linéaires appelées paramétres du problé&me d'interpolation Q.

Tout é€lément fini comporte un problé&me d'interpolation.

2.2. Probléme d'interpolation unisolvant.

Soit V un sous-espace linéaire de W. Un probl@me d'inter-

polation linéaire Q: W ~—9]Rn est dit V-unisolvant lorsque, pour

tout ¢ e:mn, il existe un et un seul v € V tel que Qv = c. En
d'autres termes, la restriction de Q & V est un isomorphisme
d'espaces vectoriels. Les paramétres {Ql,...,Qn} constituent une

base du dual de V.

ExemEle.

Soient Al,A € IR, Al # A2’

2

S l'intervalle fermé d'extrémités Al'Az’

W:= {w: S — IR; w polyndme de degré < 3},

~ w (Al) N\
w'(A)
Q: W -—)IR4, Qw:= 1 .
w (A.)
2
w'(Az)
§ J



Nous montrerons, sous 2.3, que ce probléme est W-unisolvant,
=34 4 P .
c'est-a-dire pour ¢ € R° donné, il existe un et un seul poly-

ndme w de degré < 3 tel que Qw = cC.

2.3. Base d'interpolation, matrice d'interpolation.

Soit Q: W —> Rr" un probléme d'interpolation linéaire.
A tout ensemble ordonné de n éléments (ul,...,un) de W, on

associe une matrice nxn

0, () .. 0 (u)
(Q(ul)l-'-rQ(un)) = PP,
Qn(ul) oo Qn(un)

Lorsque cette matrice est inversible, l'ensemble ordonné

(u;,...,u_) est appelé base d'interpolation de Q. Dans ce cas,
1 n

la matrice

[Q] = (Qup),-vvrQlu))

est appelée matrice d'interpolation de Q relativement & la base

(ul,...,un).
Relevons les propriétés suivantes. Les éléments d'une base
d'interpolation {ul,...,un} sont linéairement indépendants dans W.

Notons U le sous-espace vectoriel de W engendré par {u ...,un}.

ll
La restriction Q: U —3R"” est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

La matrice d'interpolation [Q] est la matrice de QIU relativement

d la base ordonnée (ul,...,un) de U et la base canonique deIRn.
Pratiquement, l'é&quation Qu = c est résolue dans ce systé&me
de coordonnées
(9 [ =
ol [ﬁ] désigne les composantes de u dans la base ordonnée

(u,,...,u).

1 n
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ExemEle.

1 .= .
Reprenons l'exemple 2.2. Notons X3 Al, 5t o 27X

Pour les quatre éléments de W

1
u, (%)= (x-x;)
Uy (x) = (x-xl)2
u, (1) = (x-x) % (x-x)

la matrice d'interpolation est triangulaire inférieure
r 3
1 0 0 0

0 1 0 0

[Q] - 2 .

1 h h 0

0 1 2h h2

N 7

Dans cet exemple, U = W et le probléme d'interpolation est

W-unisolvant.
Soit c:= (O,O,l,O)T. La résolution de Qu = c s'opére
en deux temps;

on trouve

(i) on résoud [Q]s = C;
3,.T 4

s = (0,0,h7 %, 2”3 7T em?;
4
(ii) on pose u = ) s. u,; on trouve
. i i
i=1
1 2 2 2
u(x) = _E(X_xl) - ~§(x—xl) (x—x2).



2.4. Un théoréme fondamental.

Soit Q: W —>R" un probléme d'interpolation linéaire.
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes:
(1) le probléme Q est W-unisolvant;
(ii) dim W > n et la solution w = 0 de Qw = 0 est unique;

(iii) dim W € n et Q posséde une base d'interpolation.

Pour démontrer ce théoré@me, il suffit de le récrire dans
la terminologie usuelle de l'algébre linéaire:
(i) Q est un isomorphisme d'espaces vectoriels;
(ii) dim W > n et Q est injectif;

(iii) dim W € n et Q est surjectif.

2.5. Complétion d'une base d'interpolation d l'aide d'un groupe

d'automorphismes.

Proposition.

Soit {El,...,Em} un groupe de m automorphismes Ei: W—>W

relativement a lQ composition, d'élément neutre El = identité.
/

Fo E

1 F: w — R,

Soit Q ot < G: w —mY,

n:= mp + dg.
G \

Nous supposons que

4 3\ -, N
Ml 0
0

(Q(ul)'°"'Q(up)) = DERIRS ’ (Q(Vl)l"'lQ<Vq)) = c e '
0 0
N M
1
L) L °)
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ol Ml est une matrice pxp inversible,

Nl désigne une matrice gxp quelconque,

MO est une matrice gxq inversible.

Alors

-1 -1 -1 -
2 ul,...,E2 up,...,E ul,...,Em u

(1) (ul,...,up,E o

PVireeesV )

1% g

est une base d'interpolation de Q;

(ii) la matrice d'interpolation relative 3 cette base est de

la forme
¢ h
Ml\ 0
\\\ 0
Q = \\\ ’
(-0
Nl c e Nm Mo
\ y

ol NZ""’Nm sont des matrices gxp.
Cette proposition est &galement valable pour g = 0.

Démonstration.

Pour démontrer la proposition, nous calculons 1l'image par Q

des n vecteurs proposés sous (i) et nous montrons que la matrice

d'interpolation correspondante est de la forme (ii), donc inversible.
Il suffit de considérer le premier bloc diagonal mp x mp de Q;

les blocs diagonaux pxp de cette matrice sont

-1 -1
(FEi(Ei ul),...,FEi(Ei up))

= (F u i=1(1)m;

1ree

F up) = Ml’
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les blocs non diagonaux pxp de cette matrice sont

-1 -1
(FEi(Ej ul),...,FEi(Ej up))

(FEo(i,j) ul""'FEO(i,j) up) = 0;
en effet, lorsque i # j, Ec(i,j):z Eio Egl n'est pas 1'élément
neutre.
/
%
Exemple.

Soient W:= {w: [p,{] —) R, w polynéme de degré < 31,
Qyrlys [O,l]——é [D,l], al(x):= X, az(x):= 1-x,
E)/E,s W — W, E,(w)i=weoa,, i=1,2,
w(0)

%: W ——9]R2, %w:= .
w' (0)

Nous considérons le probléme d'interpolation

[ w (0)
, FE, w' (0)
W = A (w) = w (1) .
2 -t )|
Nous choisissons la premiére partie d'une base d'interpolation
) (x) = (1-x)°,
¥, () := (1-x) % x.

Nous obtenons

, )
1 0
-3 1
AV} Y
(Q(ul),Q(uz)) =
0 0
0 0
1 0
ol la matrice M, = est réguliére.

1 -3 1
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La proposition ci-dessus nous suggére de compléter la base

d'interpolation comme suit:

U, (0 = (BT 0 = ¥ o)t () = x7,

!
oo
o
Q

5,00 = @) = x%(1-x) .

3
|

La matrice d'interpolation s'écrit alors

2.6. Base de Lagrange (et base d'Hermite).

Soit Q: W —>R" un probléme d'interpolation linéaire.
Une base d'interpolation (vl,...,vn) est appelée base de
Lagrange de Q lorsque sa matrice d'interpolation (Q(vl),...,Q(Vn))
est l'identité. En d'autres termes, Qi(vj) = 6ij , 1,3 = 1(1)n.
Les paramétres (Ql,...,Qn) constituent la base duale de la base

(vl,...,vn). La solution de Qu = c se laisse immédiatement ex-

primer au moyen de la base de Lagrange

n
u= ) c, v..
L, 733

J

Dans le contexte des éléments finis de classe Ck, k > 1, la base

de Lagrange est de préférence appelée base d'Hermite.

Pratiquement, la base de Lagrange est déterminée en résol-
vant n équations

Q vj = ej ;, J = 1(1)n,

ol (el,...,en) désigne la base canonique de R.



Exemple 1.

v
Déterminons la base d'Hermite de l'exemple Q défini sous 2.5.

Nous devons résoudre [a] [%j] = ej ;y J = 1(1)4; en tirant
parti du fait que [a] est diagonale par blocs et que E;l est

linéaire, il suffit de calculer 1l'inverse d'un bloc diagonal;

M °11 512
1 = identité,
521 S22
v = Y + Y
Vi T %11 % T Sa1 Yoo
Y = g v + s A%
Vo 12 Y1 22 Y2 7
N -1~ N -
vy = E2 (vl) = Vie o,y
N =1 N -1
vV, = E2 (v2) V2a a,”.
On trouve
" N 2
Vl(X) = (ul + 3u2)(x) = (1l-x)" (1+2x),
N n 2
vz(x) = u2(x) = (1-x)° x,
33(x) = x2(3—2x),
$4(x) = x2(l—x).
Exemple 2.
Calculons la base d'Hermite de l'exemple 2.2. Notons X 3= Al ’
X,i= A2 ; h:= X,"Xy L: [O,l] —3 S, L(x):= xh + Xy - Nous
choisissons la base d'interpolation
" -1 .
ui:= vio L 7, 1i=1(1)14,

ol les %i constituent la base d'Hermite de 1l'exemple 1. Remar-

quons que

' —1
Yoy
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ol (i,j) est une permutation cyclique de (1,2). Par rapport

d cette base, la matrice d'interpolation est diagonale

. _ -1 -1
diag [Q] = (1, (x,=x7) 7, 1, (x;7%,) 7).
La base d'Hermite s'écrit
_ _ o L—l
Voi-1 T Y2i-1 T Vai-1 '
_ _ _ _ v -1
Var T (B¥yTxy) uyy = (xymxy) vy e LT,

(i,j) permutation cyclique de (1,2), i =1,2.

2.7. Probléme d'interpolation avec contraintes linéaires.

F F: W — RP,
Soit Q:= ol
H H: w — RY,

sont des appliquations linéaires. Supposons que le problé&me
d'interpolation Q: W ——9]Rn, n:= p + ¢, soit W-unisolvant.
Alors le probléme

F: ker H — RP
est ker H-unisolvant. En effet, Fw = ¢ et Hw = 0 si et seule-
ment si Qw = ° . En particulier, dim(ker H) = p. Les g équa-

0
tions linéaires Hw = 0 sont appelées les contraintes linéaires

du probldme F: ker H — RP.

2.8. Remplacement de certains param@tres par des contraintes

linéaires.

F F: W — RP,
Soit Q:= ol
G G: w — rY,
sont des applications linéaires. Supposons que le problé&me

d'interpolation Q: W ——ean, n:= p + g, soit W-unisolvant.



2.8 29

Soient El:]Rp'——é]Rq un homomorphisme et

E2:2Rq —>®? un automorphisme.

La construction ci-dessous consiste & remplacer les paramétres

G,,...,G_par les g contraintes linéaires E, Gw = E. Fw.
1 q 2 1

Soient E:= [—El , Ez}: R —RY,

H: W —®RY, H:= EQ = -E; F + E, G.

Le probléme d'interpolation

F: ker B — RP
est ker H-unisolvant. En effet,

F I 0 F

H -E E G
est un isomorphisme d'espaces vectoriels, et l'on se trouve
dans la situation de 2.7.

Pratiquement, la solution w € ker H de Fw = c e RP est
déterminée en résolvant successivement les équations

E, ¢, = E, c,

10
)
il
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Exemple.

i < <
Soient xl x2 x3 dans IR,

We= {w: [xl,x3] —> IR; w polyndme de degré < 2},
w(xl)
w(x3)
Gw:= w(x2)-
F 3
Le probléme Q:= : W —R" est unisolvant . Sa base de
G

Lagrange est

(x—xz)(x—x3)

v, (x) = '
1 (xl—xz)(xl—x3)
( _ (x-xl)(x—xz)

Vo x) = (x3—xl)(x3—x2) ’

(x—xl)(x-x3)

v, (x) = .
3 (x2—xl)(x2-x3)

Soit p: [xl,x3] — IR continue par morceaux, non négative,

X
avec J3 p(x) dx > O.
X1

Nous allons remplacer G par la contrainte linéaire "l'intégrale

de w par rapport & la fonction de poids p satisfait a la ré&gle

du trapéze", c'est-3-dire

x
3
Jowepean = Geguep) - 5 {p (e wix)) + plxy)wixy) .
1
Introduisons les nombres
X
3
o, = f v, (x)p(x)dx, i = 1,2,3.
X

1



Pour w € W, l'intégrale s'écrit

%3

J' w(x)p(x)dx = a; Fy w+ o, F)ow+ ay Gw.
1

Dans W, la contrainte prend la forme d'une équation linéaire

o, Gw = e, F. w + e, F. w

3 171 2 2
ol e 1= (x,=-x_) 1 (x,) -
137 3T 7 Py ¢p
= (x,-x,) T p(x,) -
€yt 3 %1 2 P¥3 Gy -
Pour cet exemple, El = (el,ez) et E2 = (a3).
Comme v3(x) > 0 dans ]xl,x3[, on peut affirmer que Qg > 0.
€1
La solution de "Fw = ’
€2

w € W et w satisfait & la contrainte linéaire précitée"

est w=c¢, v, + ¢c., v, + cCc, Vv

Remarquons enfin que, dans le cas particulier ol

P = constante > 0, la contrainte peut s'écrire

ce qui signifie que w doit &tre un polyndéme de degré < 1.
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§ 3 ELEMENTS FINIS TRIANGULAIRES DE CLASSE C~.

3.1. Introduction

Dans ce paragraphe, nous présentons la construction de

deux éléments finis triangulaires de classe Cl 3 neuf paramétres.

Le premier élément triangulaire posséde des fonctions de réfé-

rence polynomiales par morceaux (CLOUGH, TOCHER, [5]); il ser-

vira & construire la variante I de 1'élément fini tétraédrique.

Le deuxiéme élément triangulaire possé&de des fonctions de réfé-

rence rationnelles (BAZELEY, CHEUNG, IRONS, ZIENKIEWICZ, [l]);

il servira a construire la variante II de 1'élément fini tétra-

édrique.

Nous aurions également pu utiliser 1'élément triangulaire

d quinze paramétres de G. BIRKHOFF, L. MANSFIELD [2]. Mais il

conduit 3 une variante III de l'élément tétraédrique qui ressemble

beaucoup a la variante II et qui ferait double emploi avec celle-ci.
Les éléments triangulaires de ce paragraphe seront appelés

d jouer deux rbles par la suite.

(1) (Raccordement.) L'élément bidimensionnel associé aux faces
du tétraédre doit correspondre & un élément fini connu de
classe Cl. L'élément fini triangulaire est utilisé afin
d'assurer la classe C° de l'élément tétraédrique ainsi que
la différentiabilité du raccordement le long des arétes
communes & deux tétraédres.

(ii) (Motivation.) Les éléments finis triangulaires vont servir
de point de départ dans la construction des é&léments tétra-

édriques. Nous avons mis en évidence les aspects architec-—



turaux de la construction qui sont généralisables de la
dimension deux a la dimension trois. Les fonctions de ré-
férence sur le triangle sont utiles pour trouver des fonc-

tions de référence sur le tétraddre.

3.2. Notations.

Le triangle générique.

. 2 . . PP
Soit TcIR un triangle fermé&, non dégénéré, de sommets

Ai = (xi,yi), i=1,2,3. Notons Bl’BZ’B3 les milieux des codtés

respectivement. Soient nl,nz,n3 les vecteurs

respectivement;

opposés a A A2,A

1’ 3

normaux aux cOtés opposés a Al'AZ'A3

Y47Yy

Xk_Xj

n,s:

_ 1 - L _ 2 _ 2
1= Ni ol Ni.— V[}xk xj) + (yk yj)

et (i,j,k) est une permutation cyclique de (1,2,3), i = 1,2,3;

ils pointent vers 1l'intérieur si le triplet (Al’AZ’A3) est direct

et vers l'extérieur si ce triplet est rétrograde (voir fig. 3.2-1).

Ay

Fig. 3.2-1. Triangle générique.
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Les paramé&tres génériques.

Nous utiliserons les douze paramétres suivants

w(Al)
3 w(Al)
3 W(Al)

W(AZ)
) w(A2)
0: ctr) — =r'?, ow LAY .

w(A3)
BX w(A3)
ay w(A3)
) w(Bl)

n

8n2w(B2)

Bn w(B3)

3
L )
Les trois derniers paramétres sont des paramétres auxiliaires

It

désignés par Gl’GZ’G3'

Le triangle de référence.

Le triangle T de sommets Xl:= (0,0), K2:= (1,0), X3:= (0,1)

est appelé triangle de référence. Soit L: T — T l'application
affine

X =X X X

1 1
y Y,"Yq Y4~ y Yy

3

0y Y
Soit o, s T —> T 1l'application affine effectuant une per-

mutation cyclique de la numérotation des sommets avec ui(xl) = Xi'
i=1,2,3;

b:4 X X l-x-y X y
oy = rQ, = N = .



Notons ¢i la partie linéaire de l'application affine e oy i=1,2,3.

P v .= v .= . N .= ~ i =
Définissons ell' (1,0), e12' (0,1); eij' ¢i (elj), i 1,2,3,
] n n o ) . .

j = 1,2; nl:= (-1,-1), ni:= ¢i(nl), i=1,2,3 (voir fig. 3.2-2).
%i désigne le milieu du c6té opposé & Ki , 1 =1,2,3.

Fig. 3.2-2. Triangle de référence.

Les paramétres de référence.

Nous utiliserons les douze paramétres suivants
/

ny
Flo W
o

11 g

", 1 12

%12 G: C(T) — R 7,
F

20 ¥ _
%(21 Fio(v) 1= V(Al) '

S:= %22 ol ﬂ %ij(v) =3y v(@&)),
%30 i
ny ny
231 Gl(V) = 3}\411 V(Bl) 7
F32
81 i =1,2, i=1,2,3.
ny
AN

G,
&

3

\ )

Les trois derniers paramétres sont des paramétres auxiliaires.
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Nous utiliserons également un quatriéme paramétre auxiliaire

¥ - g 1
K(V):— V(3 ’ 3)°

En vue d'utiliser la construction 2.5, introduisons les change-
ments de variables

B s ctd) — ot

Ei(v) = v o oy s i=1,2,3.

Notons w:= 1l-x-y; le triplet (w,xX,y) représente les coordonnées

barycentriques du point (x,y) € %

I R T
TW A T XAy T Y By
Y

w,X,y > 0, w+x+y = 1.

En écrivant la fonction v(x,y) en coordonnées barycentriques
v(w,x,y), les applications Ezl(v) = Vo a;l effectuent la i-éme

permutation cyclique des coordonnées barycentriques

-1

E,5 vw,x,y) = v(w,x,y),
-1

E2 V(W,X,Y) = V(XIYIW)I
-1

E3 viw,x,y) = v(y,w,x).

Relativement & la composition, {El’EZ’EB} est un groupe cyclique

isomorphe 3 Z modulo 3.

Lemme.

Les paramétres satisfont

") Y] .
i3 7 F13°F 0 37002
¢ =¢& oE, , i=1,2,3.

i 1 i



Démonstration.

Pour j = 1,2,

Y] A"
Fijye° E;(v) =F . (vea,) =03y (vea,) (A;)
13
=3 o~ v (o, &)
¢i(elj) il
Y aY;
1]
i =1(1)4. Les autres égalités se démontrent de fagon analogue.

Z

3.3. Enoncé du probléme é&lément fini triangulaire de classe Cl,

de degré deux, a8 neuf paramétres.

Nous cherchons un espace vectoriel V = V(T) de fonctions
continliment différentiables v: T —) IR possé&dant les propriétés
suivantes.

(1) Les fonctions de V sont de classe C2 presque partout;

leurs dérivées partielles d'ordre deux sont bornées.
(ii) V contient tous les polyndmes de degré < 2 & deux variables.
(iii) (Probléme d'interpolation linéaire.) Pour neuf nombres

réels donnés cl,...,c il existe un et un seul é&lément

9 14
v de V tel que

V(Ai) = Bx V(Ai) =

€3i-2 C3j-1 7

ay V(Ai) = c3i , 1 =1,2,3.

(iv) (Conditions de raccordement.) Les restrictions de v € V

Qr

aux cbtés du triangle sont des polyndmes de degré < 3
une variable. La restriction de la dérivée normale Bn v
i

au cbté opposé a Ai est un polyndOme de degré < 1 & une

variable, i =1,2,3.
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(v) (Passage du triplet (Al’A ,A3) au triangle T.) L'espace V

2
et la solution v € V du probléme d'interpolation (iii) ne

dépendent pas de la numérotation des trois sommets de T.

Remargue.

Comme nous l'avons fait sous 1.2 pour le probléme &lément fini
sur un tétraédre, nous pouvons définir ici, de fagon analogue,
ce que sont
- un élément fini générique solution (T,Q(T),V(T)),
~ l'espace de type élément fini associé & une triangulation,
- un élément fini générique de classe Ck, k=20,1,

- 1l'interpolation globale associée a une triangulation.

Construction de 1'élément fini.

La solution de ce probléme élément fini est construite en
guatre étapes.

Nous commengons par résoudre un probléme d'interpolation
d neuf param@tres sur un espace purement polynomial (3.4);
1'élément fini générique correspondant est de classe CO, mais
n'est pas de classe Cl.

Sur le triangle de référence, nous introduisons trois
paramétres supplémentaires El,éz,& et trois fonctions auxiliaires

3

1Y n
et u (3.5). L'élément générique corres-—

lynomiales 4
non polynomiales u,.,u;, 12

pondant (3.6) est de classe Cl, de degré deux, & douze paramétres.
Nous remplagons les trois paramétres génériques supplémentaires

G, par des contraintes linéaires et obtenons la solution

Gy/G,

du probléme sous 3.7.

3



3.4. Eléments finis polynomiaux.

Elément polynomial de degré trois.

Les dix paramétres

B E LR

11’712’

BooLE L LE, LB LB

22'730'°31'" 32"

¥

20’21’
(voir 3.2) définissent un probléme d'interpolation H3—unisolvant
sur l'espace

H3:= {v: % —>R; v polyndme de degré < 3}.

La base de Lagrange de ce probléme est déterminée au moyen de

2.5 et 2.6;

%lO(X’y) = (1l-x-y) (l+x+y—2x2—llxy—2y2),

%ll(x,y) = x(l-x-y) (l-x-2y),

ny oy
Vlz(X'Y) = vi1 (y.x),

-1
%ij = %ljo .-, i=1,2,3, j=0,1,2,
V]
K(x,v) = 27 xy (l-x-y).

P, e o .
L'élément générique correspondant est de classe C  mais n'est

pas de classe Cl.

Elément polynomial de degré deux.

Les six paramétres

B By R

10’ 12’

restreints & 1l'espace

P+ ¥, ¥ , B +F
207 F21 7 F227 F30’ Fa1 Tt T3

2

H2:= {v: T —> R, v polyndme de degré < 2}

définissent un probléme d'interpolation Hz—unisolvant.
La base de Lagrange de ce probléme est déterminée au moyen de

2.5 et 2.6;
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_ 2 2
klo(x,y) = X 4xy y + 1,

2

kll(x,y) = 2{ X 3xy vo 4+ x + vy},

kzo(le) = k l—X-Y),

lo (YI
kZl(x’y) = kll(y’ l-x-y),

k30(x,y) = klo(l-X-Y, X) .,

k3l(x,y) = kll(l—x—y, X) .

P .o o
L'élément générique correspondant n'est pas de classe C .

Corollaire.

Les polyndmes de degré < 2 satisfont

Ar L@

K(p) =
p) = io T 18 ‘i1

+ %12) } (p).

Il o~ 0

i=1

Démonstration.

Nous écrivons p dans la base de Lagrange de 1'élément poly-

nomial de degré deux

3
K =K (] (F_ k_+ (¥

Y]
Ly i1 T Fi) (P ki D)

Il
e~ w

oy ny ny n n
{K(kio) Fio(p) + K(kil) (Fil + Fiz)(P)}

i=1

n 1 n, "
Fio ¥ 78 Fyp + Fi)h @)

]
I~ W
—~
Wl

%.

Elément polynomial 3 neuf paramétres.

Dans 1l'élément polynomial de degré trois, remplacons le para-

~ Y . s s
métre K par la contrainte linéaire

w|+

¥ + X (F.. + %.2)}(v).

3

oy

RK(v) = [ {3 F +q5 By +F
i=1



3.4 41

D'aprés 2.8, ce probléme est unisolvant. Sa base de Lagrange est

Elo(x,y) = (l-x-y) {l4x+y-2 (x2+y2+xy)},
Ell(x,y) = x(l-x-y) (l—x—%),
!512 (xly) = Bll(y’x)’

N n . .
B 5 = Byye o, 1 =1,2,3, j=0,1,2.

D'apré@s le corollaire précédent, l'espace d'interpolation de
ce probléme contient tous les polyndmes de degré < 2.
L'élément générique correspondant est de classe CO, mais

n'est pas de classe Cl.

Remarque.

La contrainte linéaire la plus connue consiste 3 poser a_, = a
dans l'expression

2 2
pPlx,y) = a; + ax + azy + a,x" + agxy + a.y

ta x> + a x2y + a xy2 + a

7 8 9 10¥

(voir par exemple STRANG et FIX, [ 12]).

Cette contrainte linéaire différe de la ndtre.

En effet, pour la fonction de base 511 , hous avons a, = %

1
et a9 =35 -
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3.5. Elément triangulaire de référence, élargi & douze paramétres.

Probléme élément fini de référence.

Pour les douze paramétres
¥ F LF_LFFF_LF KK & ,8 .8
107117127207 217722730 31" 32"71"72"73
(vor 3.2), nous cherchons un espace vectoriel de fonctions
aY 1 B oz .
Uc C (T) possédant les propriétés suivantes.
n
(1) Les fonctions de U sont de classe C2 presque partout;
leurs dérivées partielles d'ordre deux sont bornées.
Y
(ii) U contient tous les polyndmes de degré < 2.
(iii) Les douze paramétres définissent un probléme d'interpola-
T
tion U-unisolvant.
NNy
(iv) Les restrictions de u € U aux cbtés du triangle sont des
polyndmes de degré < 3 d une variable. La restriction de

P . . v ~y = - = N
la dérivée directionnelle BE u au cbté opposé a Ai est

i
un polynéme de degré < 2 & une variable, i = 1,2,3.
(v) Soient Pl,...,P6 les applications affines de T dans T qui

Y v A%}
effectuent une permutation des sommets Al’AZ’A Alors,

5
Hopi ed Vied, i =1(1)s.

Construction de la base d'interpolation de 1'élément de référence.

Y] N
Nous construisons la base de deux espaces UI et UII satisfaisant

aux cing conditions ci-dessus.

Un aspect fondamental du mode de construction que nous avons
adopté est le suivant. Les fonctions d'interpolation sont intro-
duites par blocs. Cette partition des fonctions d'interpolation

induit une partition en blocs de la matrice d'interpolation.



Nous choisissons les fonctions d'interpolation de fagon que la
matrice d'interpolation associée soit triangulaire inférieure
par blocs. Pour 1'élément de référence, les blocs diagonaux se-
ront des matrices identité. Pour 1'élément générique é&largi 3.6,

les blocs diagonaux seront des matrices carrées inversibles.

Bloc 1l: fonctions d'interpolation de référence numéros 1 & 9.
Nous choisissons les 9 polyndmes de degré trois construits sous 3.4

v v R .
=p.. , 1=12,3, j=0,1,2.

U3i49-2°7 Piy
La condition (ii) est ainsi satisfaite. Le premier bloc diagonal

9%x9 de la matrice d'interpolation est 1'identité

[¢] =

Bloc 2: fonctions d'interpolation de référence numéros 10,11,12.

Nous cherchons une fonction %l € Cl(¥) possédant les propriétés

suivantes.

. N 2 P .

(i) Wy est de classe C  presque partout; ses dérivées partielles
d'ordre deux sont bornées.

(ii) Les restrictions de %l aux cOtés du triangle de référence

sont nulles.

Y
(iii) La restriction de la dérivée directionnelle ag wl au coté
1

n ~ .

opposé a A1 est un polynlme de degré ¢ 2 d& une variable,
Y Y]

prenant les valeurs 0 en A, , 1 en B

5 Pour

AY)
1 3°
Iy . ] - . - (\J -~ -
i =2 et 3, les restrictions des dérivées BB wl au coté
i

- -~ {\J
opposé a Ai sont nulles.



Une telle fonction permet de construire les trois fonctions

d'interpolation restantes

A Y A -1 v
Upgi= Wy ¢ Ug3i7 Wpe Oy p Ugpi= Wy

La matrice d'interpolation prend alors la forme

. N ~
Nous donnons deux exemples de fonctions w., possédant les

1

propriétés demandées.

Variante I. (CLOUGH, TOCHER [5])

%(l—x—y)(2—7x-7y+5x2+l6xy+5y2) dans %l ’
VI 2 1 n
wl(x,y):= < x (y - §X) dans T2 ,
2 1 "
y (x - 3v) dans T, .
N
" Y] ny . . .
Les triangles Tl’TZ et T3 sont définis dans la figure 3.5
A
3
oo\ T
T, 1
iy
3
A A
1 2

Fig. 3.5. Triangle de référence divisé en trois triangles

1
5).

S I t (&
1:T5,T, de sommet commun (3 ,

Variante II. (BAZELEY, CHEUNG, IRONS, ZIENKIEWICZ, [l])

2 2
VIT = 2%y (1-x-y)
Wy (x,y): (1-%) (1-y) .




Remarque.

Y
Le comportement de wII

1 aux points (1,0) et (0,1l) est analogue

d celui de l'exemple donné dans 1.l sous la définition 6.

3.6. Elément triangulaire générique, élargi 3 douze paramétres.

Nous donnons maintenant deux solutions du probléme élément
fini de classe Cl
0: ct(@® —rY?  (voir 3.2).

Nous choisissons la base d'interpolation

v -1
u, := ui o L 7, 1 =1(1)12,

o« v . . . P
ol les u, sont les fonctions d'interpolation de référence. Selon

que l'on adopte la variante I ou II dans 3.5, nous obtenons

I

uy i =1(1)12, polyndmes par morceaux,
IT |, . .
ui ;1 = 1{1)12, fonctions rationnelles.

Notons UI et UII les espaces vectoriels engendrés par ces 12

fonctions.

Théoréme.

Les problémes d'interpolation élargis Q: UI ———)]Rl2 et

I 12 . .
Q: UI — R sont UI respectivement UII—unlsolvants.

Démonstration.

12 I 12

. . . I
Les matrices d'interpolation de Q: U — R et de Q: UI —> R,

-

par rapport d leurs bases d'interpolation respectives, sont les

mémes. Cette matrice est triangulaire inférieure par blocs



46 3.6

—
L @)
e
I

o
N

\ 7

ol Dl’Dz’D3 sont des matrices 2x2, D4 une matrice 3x3 et

R une matrice 3x9.

Détermination de Di , 1 =1,2,3.

Notons & la partie linéaire de l'application affine L. Soient

(i,3,k) une permutation cyclique des nombres (1,2,3) et

o
u=uelL, ue€ U.

v v v v} n
Q351 (W) = F,; () =208y (uel) (A,)
il
TG L
= (xj—xi) Qi (W) + (yj—yi) Qy; (W)
De méme,

v Y
Qy, (W) = (x,=x.) Q5. () + (y, -v;) Qg (u).

Par construction des fonctions d'interpolation de référence,

nous avons

3 (“ ) 3 (U, .)
r oo | 93i-1tim Q35-1 1831
2 v o v n
Qy; (ugy_4) Qy;  (Ugy)
. 31-1 311 Q351 (¥35)
i
Qy; (ugy_q) Qy; (ugy)
xj _Xi yj_yl
ol D, := , i=1,2,3.
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Détermination de D4.

Par construction des fonctions d'interpolation de référence,

pour i,m = 1,2,3, nous aurons

s, =&

Ny
im 1 (Ug4m ° L) (By)

) = B% (u9+m i

i

3z('ﬁi)u9+m (By)

< 2(n,) > (B.)
n, n, u .
i’ i n i
= < 2(% ), n. > Q
a i’ i 9+i
l'avant-derniére égalité se montre en écrivant le vecteur
N - -
z(ni) dans une base orthonormée (ti,ni); comme u9+m s'annule

le long du cb6té oli se trouve Bi , nous aurons

at Y94m (Bi) = 0.

Les égalités précédentes signifient que D4 est une matrice dia-
gonale d'éléments diagonaux

v .
< Q(ni), ni >, 1i=1,2,3.

Dans cette expression, on a

V)
Q(ni) = .
2y, - y. -~ Yy
%

3.7. Elément triangulaire, de classe Cl, de degré deux, a neuf

paramétres.

Revenons au probléme élément fini 3.3. Dans 1l'élément géné-
rique élargi & douze paramétres 3.6, nous remplacons les trois
paramétres supplémentaires

Gl’ G2, G3

par les trois contraintes linéaires mentionnées sous (iii) ci-

dessous.
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Nous devons satisfaire la condition 3.3-(iv):

(1) La restriction de la dérivée normale Bn u au coté
i
Opposé a Ai est un polyndme de degré < 1 d une variable,

i=1,2,3.
En tenant compte du fait que, pour u € U, la restriction de Bn u
i
au coté opposé a Ai est un polyndme de degré < 2 & une variable,

la condition & satisfaire s'écrit de facon équivalente

. 1
(ii) Bn.u (Bi) =3 {Bn.u (Aj) + Bn. u (Ak)}
i i i

c'est-a-dire
(u)

L _ 1 :
(iii) Gi(u) = 3 {(ni)x Fjl(u) + (ni)y sz

l(u) + (n (u) }

+(n,
(nl)x Fk

i)y Fk2
old (i,j,k) est une permutation cyclique des nombres (1,2,3),
i=1,2,3.

Précisons comment se calcule la solution de ce probl&me élément

fini avec contraintes (voir 2.8).

Probléme d'interpolation.

Soit c¢ €ZR9 donné. Le probléme d'interpolation 3.3-(iii) est
résolu comme suit.

a) Nous calculons la valeur des trois paramétres remplacés

_ 1

€10 =7 1l c5 ¥ (n) cot (0 g+ (n)) coly
-1

€11 =2 Uyl eg ¥ )y cg + (ny), ey + (ny)y, c3hy
-1

€10 =7 Llngly ey + () ey (0, g + (ng) el



b) Nous résolvons le probléme & 12 paramétres dans la base
d'interpolation du probléme 3.6

S C

1 1
[Q] el | = AU
512 €12
la solution s'écrit alors
12
u= ) s, u, .
j=1 J 3

Base d'Hermite.

Pour chaque élément de la base canonique deilR9
c € {el,...,e9},

nous résolvons le probléme d'interpolation 3.3-(iii) comme ci-

dessus; & chaque vecteur e, correspond l'élé&ment v, de la base

d'Hermite, i = 1(1)9. Nous mémorisons la matrice

T = ( ) 1 <3

N

t. . 12, 1< ix 9,

Ji

des coefficients de la base d'Hermite par rapport & la base
d'interpolation de 1'élément 3.6. La base d'Hermite s'exprime

comme suit

1
v, = ) t..,u,, i=1(1)9.

L'espace V engendré par {vl,...,vg} est la solution du probléme
élément fini 3.3. Selon le choix de la variante I ou II dans

. PR IT
3.5, nous obtiendrons un espace noté V© ou V .

Par construction, nous avons démontré le théoréme suivant.

Théoréme.

Les espaces VI et VII sont deux solutions du probléme é&lément

fini 3.3.



50 4.1
§ 4 ELEMENT POLYNOMIAL DE REFERENCE, DE CLASSE Co, DE DEGRE
DEUX, A 16 PARAMETRES.

Dans ce paragraphe, nous effectuons la premiére partie de la
construction commune aux variantes II et I-C. Nous généralisons

en dimension trois les résultats du paragraphe 3.4.

4.1. Notations.

Le tétraédre de référence.

Le tétraédre g, de sommets Kl:= (0,0,0), 32:— (1,0,0), X3:= (0,1,0),
K4z= (0,0,1), est appelé tétraédre de référence.

Soit a,: 8 — g l'application affine effectuant une per-

mutation cyclique de la numérotation des sommets, avec

o, () =K, , 1=10)4; o = identité,
/ N - )
X l-x-y-2z X z X y
a, | Y = X ’ 0 vy | = [(l=-x-y-2z| , Oy | Y= z .
z Y b4 X z 1l-x-y-z
\ ) N

Notons ¢i la partie linéaire de l'application affine oy i=1(1)4.

Désignons par 8l:= (% ' % ' %) le centre de gravité de
la face 1 et 8i:= ai(%l), i =1(1)4. A chaque sommet Xi , hous
attachons trois vecteurs
n av] v}
ell' (1L,0,0), e12:= (0,1,0), el3:= (0,0,1),
& i= ¢, (8,.) = 1,2,3 i = 1(1)4 (voir fig. 4.1-1)
eij-'— q)i (elj ’ J_ 7 ’ 7 l - VOlr lg- . .

v 1 1 v oo 1 B T S §
Bll._ (OI 2 4 2)1 Bl2- (2 4 0 [4 2)1 13 - (2 4 2 4 O)I
B..:=a.(B..), j=1,2,3, i= 1(1)4.



Pour chaque face, nous définissons un vecteur non paralléle
d la face
" N o .
m12= (-1,-1,-1), mi:= ¢l(ml)r i=1(1)4.
En chaque point milieu des arétes, nous introduisons deux vec=

v
teurs paralléles aux faces contenant le point Bij

~ n N
nyqi= (2,-1,-1), ny,i= (-1,2,-1), nl3:= (-1i,-1,2),
n " . .

nlj:= ¢i(nlj), j=1,2,3, i=1(1)4.

Figure 4.1-1. Tétraédre de référence.

Les paramétres de référence.

Considérons les paramétres

n,
¥ o= v &),

v Y . .
Fij(v):= Bgijv (Ai), i=1,2,3, i=1(1)4.
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En vue d'utiliser la construction 2.5, introduisons les change-
ments de variables
B ch®) — @),
Ei(v):= veo, i=1(1)4.
Notons w:= l-x-y-z; le quadruplet (w,x,y,z) représente les
coordonnées barycentriques du point (x,y,z) € ¥
X
y =w X, +x X + v X+ z X '
z
w,x,v,2 2> 0, witxt+y+tz = 1.
En écrivant la fonction v(xX,y,z) en coordonnées barycentriques
v(w,x,y,2), les applications E;l(v) = Ve u;l effectuent la

i-éme permutation cyclique des coordonnées barycentriques

-1
El V(WIXIYIZ) = V(WIXIYIZ)I
-1
E, v(w,x,y,2) = v(X,y,2,W),
-1
E3 V(WIXIYIZ) = V(Y,Z’W:X)r
-1
E4 v(iw,x,y,2) = v(z,w,X,y).

Relativement & la composition, {El’Ez’E3’E4} est un groupe

cyclique, isomorphe & Z modulo 4.

Lemme.
Les paramétres de référence satisfont

F..=Fj°Ei, j = 0(1)3, i=1(1)4.



Démonstration.

Pour j = 1,2,3,

n m n,
Flj° Ei (v) = Flj (voai) = Bg .(Vo ai) (Al)
13
]
=3 0% v (o, A))
¢i(elj) 1
N A%}
= agl.v (Ai) = Fij (v) .
1]
i= 1(1)4. Pour j = 0, c'est immédiat.
[/
%
Le tétraédre générique.
Soit S le tétraédre donné, de sommets Ai = (Xi'yi’zi)’ i=1(1)4.
Notons L: $ —> S l'application affine
’ W Y /
X x2 xl x3—xl x4 xl X xl
A 22-2l 23—21 z4—zl A zl
\ 7 v /
Appelons { la partie linéaire de L. Désignons par Bij:= L(%ij)
les points milieu des arétes, j = 1,2,3, 1 = 1(1)4. Soit

(i,j,k,2) une permutation cyclique des nombres (1,2,3,4), i = 1(1)4.
(Les deux significations de % ne peuvent pas préter & confusion.)

Considérons le vecteur unité, normal a la i-éme face

m, = - 1= 1(1)4,
HAj A X Aj Al

ainsi que les trois vecteurs paralléles & la i-&me face et

normaux aux arétes (voir fig. 4.1-2)
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11

12

Fig. 4.1-2. Tétraédre générique.

Les paramétres génériques.

Sur Cl(S), nous considérons les 16 paramétres

Fio(w):= w (Ai), Fil(w):= Bx W (Ai),

F..(w):s= 93 w (Ai)’ Fi3(w):= 3

i2 y W (Ai)'

Z
i=1(1)4.
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4.2. Elément polynomial de degré trois.

Aux 16 paramétres de référence introduits sous 4.1, nous
ajoutons les 4 paramétres auxiliaires
ny Y
. := . i = 1(1)4.
K, (w) w(€.), 1 (1)
Les 20 paramétres ci-dessus définissent un probléme d'interpo-

lation II,-unisolvant sur l'espace

w

H3:= {v: § — R; v polyndme de degré < 3}.

La base de Lagrange de ce probléme est déterminée au moyen de

2.5 et 2.6;

%lo(x,y,z) = (l—x—y—z)(l+x+y+z—2x2—2y2—2z2—llxy—llyz—llzx),
%ll(x,y,z) = x(l-x-y-z) (1-x-2y-2z),

0y n

vlz(x,y,z) = vll(y,z,x),

V) n
vl3(x,y,Z) = vll(z,x,y),

kl(x,y,z) = 27xyz,

Y. i= v -1 - 0(1)3

viJ = Vlj° ui , J = 0(1)3,

k. :i= k.oa.t, i=1(1)4
i™” 1 i! - °

P . o] ,
L'élément générique correspondant est de classe C , mais n'est
g p

pas de classe Cl.

-

4.3. Elément polynomial & seize paramétres.

Dans 1'é€lément polynomial de degré trois, nous remplacgons

les 4 paramétres auxiliaires par 4 contraintes linéaires
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+
Wl

e

+

1
+ 3 ¥ + (%22 + %23)} (v)

o
(o]
'-—l
mh‘

ol (i,j,k,2) est une permutation cyclique de (1,2,3,4), i = 1(1)4.

D'aprés 2.8, ce nouveau probléme d'interpolation est unisolvant.

Sa base de Lagrange est

(l—x—y—z){l+x+y+z—2(x2+y2+zz+xy+yz+zx)},

v
plo (XIYIZ)

rf>11(x,y,2) X(l—x—y—Z){l-x-% (y+z) },

Y Y

ny n,
pl3(x,y,2) = Pqy3 (z,x,y)

N o -1 . _—
pij.— plj o,y J = 0(1)3, i=1(1)4.

D'aprés 3.4, les contraintes linéaires sont satisfaites pour

tous les polynOmes de degré < 2; ainsi, l'espace d'interpolation

de ce probléme contient tous les polyndmes de degré < 2.
L'élément générique correspondant est de classe CO, mais

n'est pas de classe Cl.



§ 5 VARIANTE II, CONSTRUCTION.

Nous poursuivons la construction annoncée au paragraphe 1

et commencée au paragraphe 4.

5.1. Notations.

Afin de construire des fonctions auxiliaires permettant
de corriger les dérivées normales des polyndmes de 4.3 sur les
faces du tétra&dre générique, nous introduisons des paramétres

auxiliaires.

Les paramétres de référence.

Aux 16 paramétres introduits sous 4.1, nous ajoutons les 12

paramétres auxiliaires

"y n . .
Gij(w):= 8%_,,W‘Bij)' 3 =1,2,3, i=1(1)4.
1]
Ces 28 paramétres sont ordonnés comme suit
%10
F
11
¥
A2
8:= |Fa3| , 8 ct® —r*E.
G
all
12
&
a42
43

Comme dans le lemme de 4.1, on montre que

&..=¢_.E, , 3=1,2,3, i=1(1)4.
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Les paramétres générigues.

Aux 16 paramétres de 4.1, nous ajoutons les 12 paramétres
auxiliaires
Gij(w):= an_.w(B D, 3 =1,2,3, 1i=1(1)4.
1]
Ces 28 paramétres sont ordonnés comme suit

W

F1o
Fi1
42
3| , a: clts) — w28,
11
12

Q O = o1

Gyo
Cy3

7/

Les directions normales déplacées.

Soit S un tétraédre générique donné. Nous introduisons mainte-
nant des vecteurs qui dépendent de S, mais qui sont définis sur
le tétraédre de référence;

-1

V,:= % (mi)'

o= 0. (v,), 1 =1(1)4.

La normale m, d la i-éme face de S est transportée sur la i-&me
face de % au moyen de 2—1; nous obtenons un vecteur v, non pa-
ralldle & la i-2me face de §. Ce vecteur Vi est transporté,

au moyen de ¢;l, sur la face 1 de g; nous obtenons un vecteur
u; non paralléle a8 la face 1 de %, c'est-a-dire

+ + .
uix uiy uiz 70



5.2. Elément de pseudo-référence, élargi & 28 param@tres.

Nous allons construire un élément fini sur le tétraé&dre
de référence dont l'espace des fonctions dépend du tétradédre
générique considéré. Il ne possé&de donc pas un espace de ré-
férence au sens de 1.3. C'est pourquoi nous l'appellerons é&lé-
ment de pseudo-référence.

Nous observerons 3 postériori que la variante II se laisse
exprimer & l'aide de 52 fonctions de référence (voir 5.4,
théoréme 2). Nous n'avons pas développé ce point de vue. La
variante I-C nous fournit un élément de référence plus intéressant,

puisqu'il ne comporte que 44 fonctions de référence.

Probléme é€lément fini de pseudo-référence.

Soit S un tétraédre générique donné, de directions normales
déplacées vi = R—l(mi), i = 1(1)4. Nous cherchons un espace
vectoriel de fonctions ﬁc:Cl(g) possédant les propriétés suivantes
(i) Les fonctions de U sont de classe 02 presque partout;

leurs dérivées partielles d'ordre deux sont bornées.

(ii) Y contient tous les polyndmes de degré < 2.

(iii) Les 28 paramétres de B (voir 5.1) définissent un problé&me

d'interpolation %—unisolvant.

(iv) Les restrictions de u € B aux faces du tétraédre, consi-
dérées comme fonctions de deux variables, sont des fonc-
tions rationnelles de type UII (voir 3.6). La restriction
de la dérivée directionnelle Bv'u d la face i, considérée
comme fonction de deux variable;, est un polyndme de

degré < 2, i = 1(1)4.
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Construction de la base d'interpolation de 1'élément de

pseudo-référence.

. "\ " \ .
Nous construisons une base {ul,...,u } d'un espace U satis-

28
faisant aux quatre conditions ci-dessus. Nous introduisons ces
fonctions par blocs. Cette partition de la base induit une par-
tition en blocs de la matrice d'interpolation. Nous choisissons
la base d'interpolation de fagon que la matrice d'interpolation
associée soit triangulaire inférieure par blocs. Pour 1'élément
de pseudo-référence, les blocs diagonaux seront des matrices

identité. Pour 1l'élément générique élargi 5.3, les blocs diago-

naux seront des matrices carrées inversibles.

Bloc 1: fonctions d'interpolation numéros 1 & 16.
Nous choisissons les 16 polyndOmes de degré trois construit

sous 4.3

~ o . oo
u4i+j—3°_ pij s J = 0(1)3, 1i 1¢(1)4.
La condition (ii) est satisfaite. Les conditions (i) et (iv)

sont respectées. Le premier bloc diagonal 16x16 de la matrice

d'interpolation est 1l'identité

Bloc 2: fonctions d'interpolation numéros 17 & 28.

Nous cherchons une fonction %ll(x;x,y,z) définie pour A e]R3,

AX + xy + Kz #0, (x,y,2) € g. pour chaque paramé&tre A e:[R3
avec A
b

+ AZ # 0, nous exigeons que % (A;...) soit de

11

+ A
1 v o 2 s .
S) et posséde les propriétés suivantes.

classe C ™ (



Y

wll(k;...) est de classe C2 presque partout; ses dérivées

(1)
partielles d'ordre deux sont bornées.

(ii) Les restrictions de %ll(x;...) aux faces 3 et 4 sont nulles.

De méme, le gradient de %ll(x;...) sur les faces 3 et 4

est nul.

(iii) % (A;...) s'annule indentiquement sur la face 2. Pour chaque

11
t €IR3, la dérivée directionnelle at %ll(x;o,y,z) est un
polynéme de degré < 2 en y,2z.

(iv) Dans la face 1, on a

2 2
2X vz
(x+y) (x+2)

n,
wll(x;x,y,Z) =

La restriction de la dérivée directionnelle 8X %ll(x;...)

d la face 1, considérée comme fonction de deux variables,
est un polynéme de degré < 2. [Avec la notation
3, = A_ d_ + A_ 93+ A_ 9 i

A X X vV Y z z

. v . .
La fonction w,, nous permet de construire les douze fonctions

d'interpolation restantes

V) N,
wlz(k;x,y,Z) := wll(ky,kzrkx; YrZ,X),

oy V]

Wl3()\;XIYIZ) = wll(AZ’KX'Ay; ZIXIY)I
n N -1

Wij( A;x,y,Z):=wlj(k;ai (X,¥:,2)),

u ( )= W, . (v,; X,¥,2)
ul3+3i+j XIYIZ L wij \)i’ lyl I

j=1,2,3, i=1(1)4.

od v, = ¢i ui est une direction normale déplacée (voir 5.1).
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La matrice d'}nterpolation prend alors la forme

4]-

I 0

16

12

Remargue.

La fonction suivante, restreinte 3 une face du thétraédre géné-
rique et considérée comme fonction de deux variables, est un

polyndme de degré g 2;

0y -1
am. wij (vi, L " (...))
i
= {5  W.. (V.i..)}® Lt
v, 1] i
n -1 -1
N -1 -1
= {9 W.. (U.j3+2e))c0, o L
My 1j i i
( N
{8“1 W11 (“i"")}°“;l ot si =1,
N -1 -1
= {3 Was (M. sU: sHa.5ees)toa, e L si j = 2,
ﬂ (Uiy’uiz'“ix) 11" iy ""iz" Tix i
N -1 -1
{9 Woo (U, sl M, 3eee)tea,” oL 7 si j = 3;
(Uiz’uix’uiy) 11 iz""ix"Tiy i
i=1(1)4.

Par contre, dans la face i et dans toute direction t linéaire-
ment indépendante de mi , la dérivée

" -1
9. w, . (vi,L (ee))

t ij face i

est une fonction rationnelle & deux variables.

v
Construction de wll(x;...).

Nous partons de la fonction
2 2

2X vy 2z

(x+y) (x+2)

ro(x,y,Z) =



La fonction rO satisfait (i), (ii), (4iii)

at rO(OIYIZ) = tX 2yz,

et la premiére partie de (iv). En vue de satisfaire la deuxiéme
partie de (iv), calculons

2y2 22 2Xy 2 {

X (x+y) (x+2) (x+y) (x+z)

3)\ rO(XIYIZ) = A

yZ (2X+y+2z) o z (2x+y) + z(2x+z)}
X (x+y) (x+z) y X+y z X+z

Dans la face 1, nous avons

2y2 22 = 2yg - 2XYyZ
(x+y) (x+2) Y (1-y) (1-2) °
Posons
] - 2 1 _yz(l+x)
cixyy,2):= Aoy |k U T Ty ez !

+ z (2x+y) + y(2x+2z)
vy 1-z z l-y

Nous aurons

) ro(XIYIZ)

A l-x~-y-z = 0

= AX 2yz + xyz c(\;x,y,2) .

Nous corrigeons r, en lui ajoutant une fonction b(x;...) telle

que la somme
Y
Wy, (ixey,z) = ro(x,y,2) + b(Aix,y,2)

posséde toutes les propriétés (i) a (iv).

Définissons

2.2 2
XV 2 l-x-y-z

(1-x-y) (1=x-2) (1-y-2) kx+xy+AZ

b(A;Xrle) * C(A;XIYIZ)°
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Nous avons

3, brix,y,z)

A - xyzc{(A;x,¥,2) .

face 1 -
Par suite, la deuxiéme partie de la condition (iv) est satis-

faite de la facon suivante

Formule 5.2-1.

A 2yz.

9. W, (A3 ) =
A W WAIE Y2 ence 1T Mk

La condition (iii) prend la forme

Formule 5.2-2.

Y]
at wll(k;x,y,z) face 2 S 2yz.

. N .
Enfin, nous pouvons mettre wll sous la forme suivante.

Formule 5.2-3.

Axrl(x,y,2)+xyr2(x,y,Z)+er3(X.y,Z)

w.. (03 ) = r ( ) +
WipthrEeyeE)l = R iX Y2 X, + A+ A
X vy Z

2 2
2Xy 7z
(x+y) (x+2) '

oll ro(x,y,Z):=

2x2y222(l—x—y—z)

(1=-x-y) (1=-x-2z) (1-y-z) (1-y) (1-z) '

r (x,y,2z):=

vz (1+x)
(1-y) (1-2)

r(x,y,z) {-1 - J

Il

rl(XIYIZ) :

rz(x,y,z): r(x,v,z) Ei%§§Xl

14

2x+
r (X,v,2):= r(x,y,2) ( f 2) .
3 1-y
Remarque.

%ll(x;x,y,z) est homogé&ne en A.



5.3. Elément fini générique, élargi & 28 paramétres.

Pour le probléme d'interpolation
Q: Cl(S) ——%]R28 (voir 5.1),
nous choisissons la base d'interpolation
u.i= S e LY, 1= 1(1)28,
ol les ﬁi sont les fonctions d'interpolation de 1l'élément de

pseudo-référence. Notons U l'espace vectoriel engendré par ces

28 fonctions.

Théoréme.

Le probléme d'interpolation élargi Q: U ———)]R28 est U-unisolvant.

Démonstration.

Par rapport & la base d'interpolation {ui, i =1(1)28}, la matrice

d'interpolation de Q a la forme suivante

ol Dl ’ D2 , D3 ’ D4 sont des matricés 3x3,

D5 est une matrice diagonale 12x12,

et Ql est une matrice 12x16.



Détermination de Di , 1= 1(1)4.

Soient (i,j,k,%) une permutation cyclique de (1,2,3,4);

v
u=uol, u € U; alors

] V] Y v N
Qi @) = F. (1) = oy (we L) (A;)
il
= az(éil)u (a;)
= (xj-xi) Fil(u) + (yj-yi) Fiz(u)
+ (zj—zi) Fi3(u)
= (xj—xi) Qi) + (yj—yi) Qui-1 (W
+ (zj—zi) Q4i(u).
De méme,

54i_l(u) = (X =%x;) Q4. (W) + (y,=y.) QW)
+ (2 -2,) Q,y (u)y

"

Q4.(u)

1

I

(Xg=x3) Qo)+ (yy=y,) Q4 (W)
+ (zz—zi) Q4i(u).

Par construction des fonctions d'interpolation de pseudo-

référence, nous avons
7

541-2(841—2) e 641—2‘“41)
I3= e e
gy (gyop) or Gy ()
(0435 (g5 p) -+ Q455 (uyy)
=Di “e .o '
kQ4i (Ugi-p)--r Qpy (u4i{




‘ )
xj—xl yj—yl zj—zi
oll Di:= X, "X, Y Y5 2, 72, , 1= 1(1)4.
] Yo7Y5 207%4
L J
Détermination de D5.
Par construction des fonctions u; s i=17(1)28, D5 est diagonale.

En utilisant les propriétés des fonctions de pseudo-référence,

pour j = 1,2,3 et i = 1(1)4, nous aurons
y N AY)
L=06505545414) = a?iij(u3i+j+14 °L) (B;)

asa(r“lij)u3i+j+14 (B;5)

)

="< 2(%..), n,, > G,.(u,.. .
ij ij ij " 3i+3+14

(

=< 4(n..), n.. >0

ij ij 3i+j+14 )i

U3it+i+14
1'égalité (*) se montre en écrivant le vecteur l(gij), paralléle
a4 la i-&me face, dans une base orthonormé&e (tij,nij); comme

s'annule le long des trois cdtés de la face i, nous aurons

U3i4+9+14
O . Y3i45+14 (Bij) =0
i3
Finalement
diag D. = (< 2(n,.) >, < 2(8..) >
iag Dg = Nyp/eMyy 7 Dyp/iflyy 7o eeey
ny ny
<Amyo)ny, >, < Lngg)m, ) .

VA
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1
5.4. Elément tétraédrique, de classe C~, de degré deux,

a 16 paramétres.

Nous sommes maintenant en mesure de donner une solution
(variante II) du probléme &lément fini é&noncé sous l1.2. Dans
l'élément générique élargi & 28 paramé@tres, nous allons rempla-
cer les 12 paramétres auxiliaires par 12 contraintes linéaires.

Afin de satisfaire la condition de raccordement 1l.2-(iv),
nous exigeons que
5.4-1. "La restriction de la dérivée normale am'v a la face i,

considérée comme une fonction de deux Va;iables, est un
polyndme de degré < 1, i = 1(1)4."
En tenant compte du fait que, pour u € U, la restriction de

am u a la face i est un polyndme de degré < 2 3 deux variables,
i

la condition 5.4-1 s'écrit de facgon équivalente sous forme de

contraintes linéaires

5.4-2. Gil(u) =

N

{8 u@ ) + 5  u(ar)},
n;jp K ng, 0

G =

N+

{3 u(A ) + 23 u(A.)},
Dip A Rip

1
. == A, A ,
Gl3(u) > {Bni3u( J) + Bni3u( k)}

ol (i,j,k,%) est une permutation cyclique des nombres

(L,2,3,4), i = 1(1)4.

Théoréme 1.

L'espace linéaire

VII:= {u € U; u respecte les 12 contraintes 5.4-2}

est une solution du probléme é&lément fini 1.2.



Démonstration.

Les contraintes linéaires sont respectées par les polyndmes
de degré < 2; ainsi, VII contient les polyndmes de degré < 2.
D'aprés 2.8, le probléme d'interpolation 1.2-(iii) est
VII—unisolvant.
La propriété 1l.2-(v) provient de ce que notre construction
ne privilégie aucun sommet. Une vérification numérique sera

effectuée dans 7.4-6.

-

Il reste encore 3 vérifier les conditions de raccordement.

Considérons deux tétraé&dres S ayant une face commune T de

l'SZ

sommets Al’Az’A . Pour 20 nombres réels donnés, considérons

3

les fonctions d'interpolation correspondantes, vl sur Sl et

V2 sur 82 .

Classe CO.

et v considérées comme des fonctions

7
R 2| .
de deux variables, appartiennent & l'espace V défini sous 3.7

Les restrictions v

pour le triangle T. Les 9 paramétres de 1'élément bidimensionnel

3.3 ont les mémes valeurs pour v et v

g 2| q”

= Vv
T

Par suite, Vll 2|T .

Classe Cl.

Soit m un vecteur normal & la face T. Les dérivées normales

] t 9 ; considérées comme fonctions de deux variables,

v e v
m 1|, m 2],

sont des polyndmes de degré < 1l. Ces deux fonctions affines coln-

cident aux trois sommets A, ,A,,A, . Par suite, o VlIT m V2| °

N
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Remarque.

La solution du probléme d'interpolation 1.2-(iii) et le calcul

de la base d'Hermite seront explicités au paragraphe 7.

Théoréme 2.

La variante II se laisse exprimer & l'aide de 52 fonctions de

référence.

Démonstration.

D'aprés les définitions de 1.3, nous devons montrer que tout

v € VII(S) peut se mettre sous la forme d'une combinaison linéaire
52
v= ) a,u.°L
j=1 J 3

ol les fonctions ul,...,u

-1

592 € Cl(g) ne dépendent pas de S.

Partant de la forme

28
" -1
v= } s, uo°L ",
i i
i=1
nous pouvons poser ﬁj:= Hj pour j = 1(1l)16.
- Hq
En posant yu,:= dans 5.2,
+
Lo By tH Ty,

317 peut se mettre sous la forme

- -~

N )
Up7 T To FHix Tp t My, Ty f g, T3

oll les fonctions r rrysL,/ry ne dépendent pas de S et les co-

3

efficients satisfont

1:lx + ﬁly * 1:lz =1
On peut alors écrire
SPIRCNUE SI ﬂly(rZ Ty ;lz(r3_rl)
et poser al7z= ro + rl ' 518:= r2 - rl, 519:= r3 - rl.

V)
En continuant de facon analogue pour u nous parvenons

[a¥]
187" rYsg

au résultat.



§ 6 VARIANTE I-C, CONSTRUCTION.

Nous poursuivons la construction annoncée dans le paragraphe 1

et commencé&e au paragraphe 4.

6.1. Notations.

En vue d'introduire des fonctions auxiliaires permettant de
corriger les dérivées normales des polyndmes 4.3 sur les faces

du tétraédre générique, nous introduisons des paramétres auxiliaires.

Les paramétres de référence.

Dans chaque face, introduisons trois points

% . 211 v _ 121 v _ (L1 12
Ci1:7 Grgrg)r Cipi= (Gr3rg) e Cp3i= (Gigr3) s
ny v
&m0 @), 3=1,2,3, 1=14.
X
4
B,
B
12
Py
3

wWe

13

Fig. 6.1. Tétraédre de référence.
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Aux 16 paramétres introduits sous 4.1, nous ajoutons les

paramétres auxiliaires suivants

e

r\J . .
ij(w):= 3%.' \ (Bij), j =1,2,3, i=1(1)4,
1]
ny Y .
Hi (w) := 8%' Y (Ci) , 1 =1(1)4,
i
ny y
ij(w).— 8%1 A (Cij), j=11,2,3, i=1(1)4.

Ces 44 paramétres sont ordonnés comme suit

( ]

S I
-
o

F—l
'_J

G Q32 HHe ™o .
e S R NN
N =W N

et
I
w
Q
a
[
H

BwWw NP

meHme oo e e e Q)
I—l

e @S o
N N
w N e N

L /

Comme dans le lemme de 4.1, on montre que

y y .

¢y =8 0B 4 3 =1,2,3,

0y "

H, =H °E, ,

.. =H ..E, , j=1,2,3, i=1(1l)4.

ij 1j i



Les paramétres génériques.

Définissons Cij:= L(%ij), j=1,2,3, 1 =1(1)4. Aux 16 paramétres

génériques de 4.1, nous ajoutons les 28 paramétres auxiliaires

suivants
lj(w):= 9 5 \"/ (Bij), i =1,2,3, 1i=1(1)4,
Hl (w) = Bm. 4 (Ci), i=1(1)4,
i
Hl](w):= ami w (Clj , J=1,2,3, 1i=1(1)4.

Ces 44 paramétres sont ordonnés de la fagon suivante

BN

10

43 . 0: cr(s) — w4,

L@
il
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6.2. Elément tétraédrique de référence, élargi 38 44 paramétres.

Probléme élément fini de référence.

Nous cherchons un espace vectoriel de fonctions 8 c.Cl(g) possé-

dant les propriétés suivantes

(1) Les fonctions de % sont de classe C2 presque partout;
leurs dérivées partielles d'ordre deux sont bornées.

(ii) % contient tous les polyndmes de degré < 2.

(iii) Les 44 paramétres de 6 (voir 6.1) définissent un probléme
d'interpolation U-unisolvant.

(iv) Les restrictions de u € % aux faces du tétraédre, consi-
dérées comme fonctions de deux variables, sont des polynémes
de degré < 3 par morceaux, de type UI (voir 3.6). La restric-
tion de la dérivée directionnelle aa. u a la face i, consi-
dérée comme une fonction de deux variables, est un polyndme
par morceaux de degré < 2. (Les morceaux sont ceux de la
figure 3.5, 38 une transformation affine prés.)

dans §

(v) Soient Pl,...,P les applications affines de

8
24
. . Y] Y] A% n
qui effectuent une permutation des sommets Al’Az’A3’A4’

Alors, ﬁ»pi et Vued, i=1(1)24.

Construction de la base d'interpolation de l1'élément de référence.

Nous construisons une base {El,...,ﬁ44}d'un espace % satisfaisant
aux cing conditions ci-dessus. Nous introduisons ces fonctions
par blocs. Cette partition de la base induit une partition en
blocs de la matrice d'interpolation. Nous choisissons la base
d'interpolation de fagon que la matrice d'interpolation associée

soit triangulaire inférieure par blocs. Pour 1l'élément de réfé-
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rence, les blocs diagonaux seront des matrices identité. Pour
1'élément générique élargi 6.3, les blocs diagonaux seront des

matrices carrées inversibles.

6.2-1. Bloc 1l: fonctions de référence numéros 1 § 16.

Nous choisissons les seize polyndmes de degré trois construits

sous 4.3

,\J —

u4i+j—3: iy i=1(1)4, 3 =0()3,

ol

La condition (ii) est ainsi satisfaite. Le premier bloc diagonal

16x16 de la matrice d'interpolation est l'identité

6.2=-2. Bloc 2: fonctions de référence numéros 17 3 28.

Nous cherchons une fonction %ll € Cl(g) possédant les propriétés

suivantes.

Y
(1) Wiq est un polyndme par morceaux de degré g 3; les morceaux

sont ceux de la figure 6.2-2.

r\l -~ .
(ii) La restriction de wll d la face 1 correspond a la fonction

%{ du probléme bidimensionnel
N VvI .
wll(l—x—y,x,y) = wl(x,y) (voir 3.5)
Les restrictions de %ll aux faces 2, 3 et 4 du tétraédre

sont nulles.

(iii) Dans les faces 3 et 4, le gradient de %ll est nul.
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Une telle fonction permet de construire douze fonctions d'inter-

polation
V] ny
w12 (XIYIZ) = wll(y’Z’X) ’
n, ny
wl3(x,y,2):= wll(z,x,y),
n n N -1
U1343i49 37 Wig'T Wig0 %y

j=1,2,3, i = 1(1)4.

La matrice d'interpolation prend alors la forme

( \
?
Il6 0 f
o] |~ aa |
Q - 12 e -
* * ?

~

Le polynOme par morceaux suivant possé&de les propriétés requises

r
X (% x2 - Xy — Xz + 2yz) dans gl ’
N 2 1
wll(x,y,z):= Cy (z - 3 y) dans BZ p
2 1 ny
\ z (y - 3 z) dans S3 .
A
4
g
1
g
2
A
3
n
By 8
Fig. 6.2-2. M §. a ts A, &, X, X
ig. 6. - Morceau S, de sommets A, C; A; A, ,
S, a ts X, ¢, A, &
morceau S, de sommets A, C; A, A, ,
y N N
morceau S, de sommets A, C, A, A



6.2-3. Bloc 3: fonctions de référence numéros 29 i 32.

v n
Nous cherchons une fonction rlO (S Cl(S) possédant les propriétés

suivantes
v

(1) o est de classe C2 presque partout; ses dérivées par-
tielles d'ordre deux sont bornées.

v} v
(ii) Les restrictions de rlo aux quatre faces de S sont nulles.

N
(iii) La restriction de la dérivée normale de 0 a la face i,

considérée comme fonction de deux variables, est un poly-

) =6 ’

. _ . . n N
ndme de degré < 2 par morceaux satisfaisant Hi(r i1

10
i=1(1)4.

Une telle fonction nous permet de construire quatre fonctions

d'interpolation

-1

n, N " A
u28+i'— rio.— rlO oui , 1= 1(1)4.

Avec ce choix, la matrice d'interpolation prend la forme
/

\
?
Il6 0 0 F
* ?
[a] _ I12 0 F
* * ?
I4 <
* * * ?

Remargue.

Nous avons d'abord cherché les fonctions de référence parmi
les polynOmes de degré < 3 par morceaux. Nous avons considéré

les douze morceaux suivants

y n, s N Ny n A v ny n,
& 81 K K . ¢& K K, & ¢ K K,
- N 111 . L . .
ou C:= (Z'Z’Z) et (i,3,k,2) est une permutation cyclique

des nombres (1,2,3,4).
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Nous avons constaté qu'il n'est pas possible de résoudre le
probléme élément fini 6.2 uniquement avec de tels polyndmes
par morceaux. Ce résultat négatif fera l'objet de 6.2-5. Nous

- 3 ,\J - -
démontrerons aussi que r ne peut pas étre un polynlme de

10
degré < 3 par morceaux.
. v
Construction de r. ..
10
. . . n - ny
Nous prescrivons que les restrictions de rlO a gl ’ gz et S3

(voir fig. 6.2-2) soient des fonctions rationnelles possédant

les symétries suivantes:

ooy ) =T, x| )
rlolsz XIYIZ - rlolsl Y,X,Z 7

oo o ) = T |y o )
rlO|S3 X,¥,2) = rlolsi Z,Y,X) .

y
Pour obtenir la classe Cl(S), nous exigeons que

n v}
rlolgl(x,y,Z) = r10|§ (x,2,y)
1
V]
(9 =9 ) (r o) = 0.
y "x' 710[s, ly-x=0
Il suffit de construire }10|§ .

1

oy .
Pour le morceau Sl , nous partons de la fonction

a(x,y,z):= 3x2(l—x—y—z).

Premi&re correction.

A la fonction a , nous ajoutons

x2(l-x—y—z)2(y+z—2x)
(1-3x%) (y+z-x)

b(x,y,z):= 2

de telle fagon que

(3 +5_-23_) (a+b) = 0.
Y y+z-2x=0



Deuxiéme correction.

A la fonction (a+b), nous ajoutons c, de telle fagon que

1

(3 -3 ) (a+b+c.) = 0.
y X 1 y-x=0

Dans le calcul de (ay—ax)(a+b), mettons en évidence le facteur
(y+z-2x) ; nous obtenons

(ay-ax)(a+b)(x,y,2) = x(l-x-y-z) (y+2-2x) Y(X,¥,2),

2
(1-3x) (y+z-x)

ol Y{(x,y,2):= [(8x+2y+22—5)

3 2
- x(l-x-y-z){ T3+ TTz-x% }] .
Nous posons

_ x2(z—x)2(l—x—y—z)2 y—X
y(1-2x-2) (y+z-2x) 2

y(X,¥,2).

Troisiéme correction.

A la fonction (a+b+cl), nous ajoutons c, de telle facon que

2

(BZ—BX)(a+b+c +c2) =0

1 z-x=0

et que la fonction de référence

- v = a+ b + +
"10(8,°7 c1 7 %2

soit symétrique en y et z.

Nous tirons des calculs de la deuxiéme correction que

Y(x,¥,2) = Y(X,2,Y)

et (Bz-ax)(a+b+cl)
z-x=0

= x(l-x-y-2) (y+2-2x) vy (x,y,2) .
z-x=0
Nous posons
x2(y—x)2(l—x—y-z)2 zZ-X

S, (Xy¥s2) = = S5 Y) (yiz-2%) 7 Y(xy.z).
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6.2-4. Bloc 4: fonctions de référence numéros 33 & 44.

Nous cherchons une fonction ¥l3 € Cl(g) possédant les propriétés

suivantes

(1) %13 est de classe C2 presque partout; ses dérivées par-
tielles d'ordre deux sont bornées.

v
(ii) Les restrictions de %13 aux quatre faces de S sont nulles.

(iii) La restriction de la dérivée normale de %13 ad la face 1

est un polyndme de degré < 2 par morceaux, satisfaisant

Y, Y] . Y, Y] — . . .
Hlj(rl3) = 6j3 , J=1,2,3, Hl(rl3) 0; les restrictions
des gradients de e aux faces 2, 3 et 4 sont nuls.

13
Une telle fonction nous permet de construire les douze fonctions

d'interpolation restantes

v v
rll(lelZ) = rl3(YIle) ’

o yi= T ( )
T, X,¥,2):= rl3 Z,X,Y),

N N n -1
= r = r o (O,

Y29+43i+5 ij 19 %% 7

j =1,2,3, i = 1(1)4.

Avec ce choix, la matrice d'interpolation prend la forme finale

/ A
I16 0 0 0
* I 0 0
o, 12
[Q]= ’
* *
I4 0
* * *
112

n,
Construction de rl3.

Nous cherchons une fonction rationnelle par morceaux possédant

les symétries suivantes



¥ vo(x z) = % N (yv,%X,2)
T13|g  Xr¥e2) = I3y WeXaZ)y
2 1
V]
r v o= 0.
13[s3

"
Pour obtenir la classe Cl(S), nous exigeons que

V]
(3. ~-3 ) (r v o) =0,
y X 13]81 )y—x=0
V]
(r v ) =0,
13[81 z—-x=0
n,
(3_ -9 ) (r v o) = 0.
z X 13|Sl —5=0
Il suffit de construire % AVIR
13]sl

"y .
Pour le morceau S, , nous partons de la fonction

1

4x2(z—x)2(l—x—y—z)
(1-y-2z) (1-2x~-y)

a(x,y,z):=

qui vérifie

8% a(x,v,z) = 12x(z-x).

1

l-x-y-2z=0

A la fonction a , nous ajoutons b de telle facon que

(3. -9_) (a+b) =0,
y x 'y—x=0

v

(r13|§l)'_ a + b.

Nous calculons

(a -9 ) a(XIYIZ)
y X y-x=0

= 4x(z-x) (1-x-y-z) B(x,y,z), ol

1 1 1

B(XIYIZ):= (l_x_z)(l_3x) { 4X—22+X(Z—X) (l—X-Z - l—3X)} :

Nous posons

2x2(z—x)2(l—x-y-2)2(y—x)
y(y+z-2x) (1-2x-2)

b(X,y,Z):= - B(XIYIZ)°
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6.2-5. Sur les polyndmes par morceaux.

Y v
Soit I 1'espace des fonctions f € C°(S) dont les restrictions

aux douze morceaux suivants sont des polyndmes de degré g 3:

¢ X X & X X ¢ X X
itk iy ! i3 k!
~ % 111 .. .
ou C:= (Z’Z’Z) et (i,j,k,%) est une permutation des

nombres (1,2,3,4).
Nous allons montrer que chaque solution ¥ du probléme élément
oy
fini 6.2 n'est pas incluse dans I et que les fonctions de réfé-

n y - .. N
rence rlO et rl3 ne peuvent pas étre choisies dans 1.

Lemnme .
Soit f: g —— 1R une fonction satisfaisant
a) £ est de la forme
f(x,y,2) = (l-x-y-2) g(x,y,2);
b) f est de classe Cl(g);
c) les restrictions
gj:= glg. r J=1,2,3 (voir fig. 6.2-2)
sont desjpolynémes de degré < 2.

y
Alors, f et g sont des polyndmes dglobalement sur S.

Démonstration.

Nous démontrons que g est un polyndme. Ecrivons
(x z) = x2 + 2 + 22 + z
+gj5 zx + gj6 Xy + gj7 X + gj8 y

+gj9 z + gle , J=1,2,3.
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La condition gl(x,x,z) = gz(x,x,z) implique

911 T 912 F I T 91 T Ion T Iy

919 T 929
91 10 T 92 10
Désignons par 81,82,83 les dérivées partielles par rapport a

la premiére, deuxiéme et troisiéme variable respectivement.

La condition

(82-31) gl(x,x,Z) = (82-81) gz(x,x,Z)

implique --gll + g12 = —ng + 922
914 T 915 T 94 T 935
918 7 917 T 928 T 927 -

De fagon analogue, on écrit les conditions

gz(leIy) 93(X:Y:Y),

(33—82)92(x,y,y) = (83—82)93(X,y,y),

93(x,y,X) gl(x,y,X),

(3,-33) g5 (x,y,%) = (3;-83)g; (X,¥,%) .

Les équations précédentes impliquent

glk = g2k = g3k ’ k = l(l)lO.

N
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Proposition.

Soit f: g —— 1R une fonction satisfaisant
a) £ est de classe Cl(g);
Y]
b) £ e II;

c¢) £ s'annule sur le bord de E_

Alors, le gradient de f est nul sur le bord de %,

Démonstration.

Par les hypothéses b et c, f est de la forme

N N Ny A}
(1-x-y=-2) hl(x,y,z) sur C A2 A3 A4 ’
X hz(x,y,z) sur 8 KB X4 Xl ’
f(XIYIZ) = AN A A A,
y h3(x,y,z) sur C A4 Al A2 '
LA VEAY) A} ny
z h4(x,y,z) sur C Al A2 A3 ’

oli chaque hi est un polyndme de degré < 2 sur chacun des trois

morceaux
ik Tt i Bty iy %k

(i,3,k,2) désignant une permutation cyclique des nombres (1,2,3,4).

Au moyen d'une transformation affine, nous utilisons le

L o - SV VI VIRV LSV VI A VIR AV
lemme précédent sur chaque tétraédre C A2 A3 A4 , C A3 A4 Al ’
VI VA VA V) N NN Ny
C A4 Al A2 , C Al A2 A3 ; nous concluons que hi est un poly-

ndme de degré ¢ 2, i = 1(1)4.

Par suite, la dérivée normale de f, restreinte 3 une face
et considérée comme une fonction de deux variables, est un poly-
ndme de degré < 2. Par les hypothéses a et c, cette dérivée nor-
male s'annule le long des trois arétes de la face. Ainsi, la dé-

rivée normale, restreinte & la face, est nulle. En tenant compte

de 1l'hypothése c, le gradient de f est nul sur le bord de g.

%,



Corollaire.

P v n N
Les fonctions de référence rlO et rl3 ne peuvent pas étre

. . r\"
choisies dans 1.

Théoréme.
A%
Soit U une solution du probléme élément fini 6.2. Alors U n'est

Y]
pas inclu dans II.

Démonstration.

N
Supposons par l'absurde que %<:H. Par la condition (iii) du pro-

bléme élément fini 6.2, il existe }l e U tel que
A", v v
H,(ry) = Bﬁlrl(al) =1,

les 43 autres paramétres de T, étant nuls.

1

Y
Soit T une face de S. D'aprés la condition (iv) du probléme

v
élément fini 6.2, la restriction r appartient a8 l'espace UI(T)

1T

est nul le long des trois cbtés de

V]
défini sous 3.6. Comme rllT

l) = 0 pour i = 1(1)4, j = 1,2,3, les douze paramétres

Y
génériques de la section 3.2 sur T sont nuls pour r

ny N
T et G..(r
1]

l]T R Par
unisolvance dans UI(T) (voir théoréme 3.6), gllT = 0.

n
La fonction ry satisfait maintenant aux hypothéses de la

1 est de classe Cl(g), %l e ﬁ

et % v = 0. Ainsi, grad(%l) (81) = 0, ce qui contredit 1'hypo-

. 0] - - b3 ] r\l
proposition précédente, & savoir r

#
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6.3. Elément tétraédrique générique, élargi & 44 paramétres.

Pour le probléme d'interpolation
0: Cl(S) ——-—9]R44 (voir 6.1),
nous choisissons la base d'interpolation
n -1 .
ug = ug e L 7, 1i=1(1)44,
oll les ﬁi sont les fonctions d'interpolation de 1'é&€lément de

référence. Notons U l'espace vectoriel engendré par ces 44

fonctions.

Théoréme.
44

Le probléme d'interpolation élargi Q: U — IR est U-unisolvant.

Démonstration.

Par rapport & la base d'interpolation {ui; i =1(1)44}, la ma-

trice d'interpolation de Q a la forme suivante

£ ]
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ol Dl’Dz’D3’D4 sont des matrices 3x3,
D5 est une matrice diagonale 12x12,
D6 est une matrice diagonale 4x4,
D7 est une matrice diagonale 12x12,
Ql est une matrice 12x16,
Q2 est une matrice 4x28,

et Q3 est une matrice 12x32.

Détermination de Di , 1 = 1(1)5.

Ce calcul correspond point par point 3 celui de la variante II

(voir 5.3). Nous obtenons

( h
xj—xi yj—yi zj—zi
Dl = X, "X Yy Y, 2,725 , 1 =1(1)4,
] Yo7Y5 207%4
~ /

ol (i,Jj,k,%) est une permutation cyclique des nombres (1,2,3,4);

diag D5 = (< z(kll)’nll >, < 2(%12),n12 >, ey
< Amgp)mgy e < 2y a)ing g ).
Détermination de D6 et D7.
Usgti s'annule dans la i-é&me face de S. Par construction de la
fonction de référence 328+i , nous avons
L= (Hyg,y) = i, (Wygpge D) (E))
T %, U2s+n (G4

)

n,
=< 2my), my > H (uyg, s

v (-
=< Q(mi), m; > Q ( ), 1= 1(1)4.

28+i ‘U28+i
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Définissons
v
di:= < Q(mi), mi >, 1= 1(1)4.
Nous obtenons
diag D6 = (dl’dz'd3’d4)'
Par un calcul similaire,
diag D7 = (dl,dl,dl,dz,dz,d2,d3,d3,d3,d4,d4, 4).

%

6.4. Elément fini tétraédrique, de classe Cl, de degré deux,

a 16 paramétres.

Nous sommes maintenant en mesure de donner une solution
(variante I-C) du probléme élément fini 1.2. Dans 1l'élément
générique élargi a8 44 paramétres, nous allons remplacer les
28 paramétres auxiliaires par 28 contraintes linéaires.

Afin de satisfaire la condition de raccordement 1.2-(iv), nous
exigeons que
6.4-1. "La restriction de la dérivée normale Bm v 4 la face 1i,
i
considérée comme une fonction de deux variables, est un
polyndme de degré < 1, i = 1(1)4."
Pour u € U, la restriction de Bm u a la i-éme face, considérée
i
comme une fonction continue de deux variables, est un polyndme
par morceaux de degré < 2. (Les morceaux sont ceux de la figure
3.5, 8 une transformation affine prés.) Par suite, la condition

6.4-1 s'écrit de fagon équivalente sous forme de contraintes

linéaires



6.4-2. G, (u) =3 {5_ u(a) +3_ u@p)l,

il il
=1
Gi2(u) =3 {Bn‘ u(AR) + Bn‘ u(Aj)},
i2 i2
G (u)=—l-{3 u(A.) + 3_ u(a )}
i3 2 n, j n, k'
i3 i3
_1 1 1
Hi (u) = 3 8m'u(Aj) + 3 am.u(Ak) + 3 am'u(Ag),
i i i
2 1 1
Hil(u) =3 Sm.u(Aj) + 3 Bm.u(Ak) + c Bm.u(Ag),
i i i
1 2 1
= - — + —
Hip(w) = g oy ulay) + 308, uld) + g3, u@),
i i i
_1 1 2
Hi3(u) =% 3miu(Aj) + 3 Bmiu(Ak) + 3 Bmiu(AR),

ou (i,j,k,L) est une permutation cyclique des nombres

(L,2,3,4), i = 1(1)4.

Théoréme.
L'espace linéaire
VI:= {u € U; u respecte les 28 contraintes 6.4-2}

est une solution du probléme é&lément fini 1.2.

Démonstration.

Les contraintes linéaires sont respectées par les polyndmes
" D I . ~ ~
de degré < 2; ainsi, V~ contient tous les polyndmes de degré < 2.
D'aprés 2.8, le problé&me d'interpolation 1.2-(iii) est
I .
V -unisolvant.
La propriété 1l.2-(v) provient de ce que notre construction
ne privilégie aucun sommet. Une vérification numérique sera

effectuée dans 8.4-6.
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I1 reste encore 3 vérifier les conditions de raccordement.

Considérons deux tétraédres Sl ’ 82 ayant une face commune T

de sommets Al'AZ’A Pour 20 nombres réels donnés, considé&rons

3
la fonction d'interpolation v

sur Sl et v, sur S .

1 2 2

Classe CO.

Les restrictions v et v considérées comme des fonctions

1|T 2T’

-~

de deux variables, appartiennent & l'espace VI défini sous 3.7
pour le triangle T. Les 9 paramétres de l'élément bidimensionnel

3.3 ont les mémes valeurs pour v et v Par suite,

1jT 2|T

Vijr T V2 r

Classe Cl.

Soit m un vecteur normal 3 la face T. Les dérivées normales

9_ VvV et 3 v , considérées comme des fonctions de deux
m 1|T m 2|T

variables, sont des polyndmes de degré < 1l. Ces deux fonctions

affines colncident aux trois sommets Al,A A3. Par suite,

2!
o Vil T I Va|T -
Y
Remarque.

La solution du probléme d'interpolation 1.2-(iii) et le calcul

de la base d'Hermite seront explicités au paragraphe 8.



6.5. Comparaison avec la variante I-A.

En 1976, M. Déléze et J.-J. Goé&l publiérent le premier
élément fini tétraédrique, de classe Cl, de degré deux, a 16
paramétres [6]. Cet élément sera appelé variante I-A par la
suite. Il fut republié en 1978 dans "International journal for
numerical methods in engineering"” [7]; il était accompagné d'un
autre élément de degré plus é&levé.

Les améliorations apportées & cette premiére construction
ont abouti & la variante I-C présentée ici. Nous indiquons ci-

dessous les modifications les plus importantes.

Certains aspects relevant de l'algébre linéaire.

Dans la variante I-A, nous avions obtenu des formules explicites
pour une partie des coefficients

) = tji(Al,Az,A3,A4)

exprimant la base d'Hermite par rapport & la base d'interpolation

de 1'élément générique élargi
44

v, = ) t.. uy i = 1(1)16.

Nous avons avantageusement remplacé ces calculs explicites par
un calcul numérique; il s'agit essentiellement de résoudre des
systémes d'équations linéaires [Q]s = ¢ dont la matrice est
triangulaire inférieure par blocs (voir paragraphe 8). Toute

la construction s'en trouve ainsi allégée.

La fonction de référence %10 (voir 6.2-3).

Dans la variante I-A, les 16 fonctions rationnelles par morceaux

ont été introduites ensemble, dans un méme bloc. Nous avions















































































































































































































































































































