1. Définitions du nombre &

m Premiére définition de n

7 est le rapport de la circonférence au diamétre:

C:27T1
r:ﬂld

ci rconf érence

I =

c
d  diametre
s Deuxiéme définition de «

7 est le rapport del'aire du disque al'aire du carré dont le coté est le rayon:

A:7T2r2
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A airedudisquederayonr
T = — = . - AL <
r2 aireducarrédecotér

m Equivalence des deux définitions de x

Proposition:
Tty =712
Démonstration: comparons les aires
du disque,

du polygonerégulier an cotés inscrit et
du polygonerégulier an cotés circonscrit :

hb lhb A lB 1B
— +... + = < < — r+... + — r
2 ! 2 " 2 2 "

1 1
Eh(b1+... +bn)5712r2s5r (B +... +Bp)

Pour n tendant vers|'infini, les périmétres inscrit et circonscrit tendent vers la circonférence du cercle et htend versr:
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m Troisiéme définition de n

Le volume d'une boule est

4
V= 571’3]’3

De ce point de vue, levolumeduneboulederayonlest V; = % m3. Considérons une demi-boule de rayon 1 et déterminons une approximation par défaut au moyen d'un empilement de n

disgues de méme épaisseur h = %

Coupepourn=5

Lerayondu i-éme cylindre vérifie r? + (ih)? =12 dod ri=V1-(Gih?® =,/ 1- ('ﬁ)z
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Rayon du i—émecylindre. Fig. pouri = 3

Le volume de |'empilement de cylindres est donc

nr2h+nrdh+nxrih+.. +7Trﬁ:7rh(r§+ rs+ri+.. +rﬁ) =

o G G Q) - ()
oG R B R R R R

Dans cette expression, lavaleur de 7 est celle qui apparait dans I'aire du disgue. La derniére accol ade représente un volume que nous représentons graphiquement comme suit:
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Pour n tendant vers!'infini, ce volumetend vers une pyramide dont la base est un carré de c6té 1 et la hauteur est de 1; son volume est donc % 121 = % Le volume de I'empilement de
cylindrestend donc vers

o

3

n

— +
n

— +
n

— + ...

1)21 2)21 21 (n)21} 1 27
+ =] = -

n n n n

qui représente le volume de lademi-boule. Le volume de laboule derayon 1 est

27 4
Vi=2.-—=—r
3 3

Il Sensuit que 3 = 7.

= Quatriéme définition de «
L'aire d'une sphére est

A:47T4r2
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De ce point de vue, l'aire d'une boulederayonlest A=4ny.
Sans démonstration: 74 = 7.

2. Calcul numérique du nombre «

m Chez les Egyptiens
Vers 2700 ans avant J.-C. , les Egyptiens, selon qu'ils calculaient des longueurs ou des aires, utilisaient deux valeurs distinctes de . La circonférence d'un cercle était déterminée de la

2 2
maniére suivante: C =3d cequi correspond a 7 = 3. Mais, pour calculer I'aire d'un disque, ils procédaient comme suit: A = (%) cequi correspond a 7 = (19—6) ~ 3.1605.

m Chezles Grecs

Calcul numérique de  avec la méthode d'Archiméde:

Périmétres des polygonesinscrit et circonscrit & 12 cotés
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) 27 27
24 r S|n{z} <2nr < 24r Tan{z}

6V2 (-1+/3)r

IA

271 <24 (2-4/3)r

32 (-1++/38) = <12 (2-4/3)
3\/7(71+\/?) +12 <27\/?> 3 16061
= 2 ~ .
o 2 (2-+3)-3v2 (-1+V3) 0. 0547809
Jl = 2 =~ .

m=3.16+0.06

m Calcul numérique de = a 100 chiffres (vers 1700)

On met au point une méthode de calcul efficace mais malheureusement trop longue a expliquer ici (ce développement pourrait faire I'objet d'un travail de maturité)
Grégory, 1671

Laréciproque de lafonction tangente est exprimée au moyen d'une série

x3 x5 x7 x9 xl11 y13
arctan (x) =X - — + - e
3 5 7 9 11 13

Machin, 1706

7T 1 1
— =4 arctan (—] —arctan [—)
4 5 2
Calcul numérique des 100 premiers chiffres (il suffit de prendre les 70 premiers termes de la série):

X3 X5 X7 X9 Xll X13 X15 X17

X19 X21 X23 X25 X27 X29 X31 X33 X35 X37 X39 X41 X43 X45 X47 X49
X-—+ - —+ — - —+ — = — + — = —— 4+ — = —— + —— - —— + —— - —— + —— - —— + —— - —— f —— - —— + —— = —— + —— =
3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49
x51  x53 x55  x57  x59 x61  x63  y65 467 469 X7l 73 x75 77 79  y81 x83  x85  x87 x89  x91 x93 495 97
—_—t - —  — - —  — - — + — - — + —— - —— + —— - —— + —— - —— + —— - —— 4 —— = —— f —— = —— f —— = —— + —— -
51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85
x99  x101 103 4105 107 109

+ +
87 89 91 93 95 97

Xlll X113 X115 X117 X119 X121 X123 X125 X127 X129 Xl3l

X133 Xl35 X137 Xl39
— + +— - — — - —— 4 —— - —— 4 —— - —— 4 —— - —— 4§ —— - —— 4 —— - ——— 4 —— — ——— + —— — ——
99 102 103 105 107 109 111 113 115 117 119 121 123 125 127 129 131 133 135 137

139
On obtient I'approximation de 7 suivante:
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3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164062862089986280348253421170676778279277

L'erreur est
~3.043201588 x1071%°

= Aujourd’hui
Avec des méthodes plus performantes encore et des ordinateurs, on peut calculer des millions de décimales de .
Laformule suivante, découverte en 1997 par David Bailey, Peter Borwein et Smon Plouffe

2 4 2 1 1 1
-8 e s e (3
—re 8n+l1l 8n+4 8n+5 8n+6 16

n

Le principe du calcul est le suivant: le nombre 7 est approché par une suite de nombres rationnels.

La somme des 18 premiers termes suffit pour déterminer les 25 premiers chiffres caractéristiques du nombre
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2 1 1
crk_1:= - - - ;
- 8k+1 8k+4 8k+5 8k+6
c[n] & crk] D, c[k]
Tabl eForm[TabIe[{n, c[n], , Z , N[Z , 25] } {n, 0, 17} ]
16" (2 16* ko 16*

Tabl eHeadi ngs - {None, {"n", "Coefficient", "Terne", "Somme partielle (approximation rationnelle)", "Valeur numérique approchée" }}]
n Coefficient Terne Somme partielle (approximation rationnelle) Val eur numéri que approchée
o I a 1 3. 133333333333333333333333
1 22 o e 3. 141422466422466422466422
2 e Soasess i 3. 141587390346581523052111
3 2 Eaaate e d 3.141592457567435381837005
4 =L TSy B e 3. 141592645460336319557021
5 ioeres 244729774080 12864093 722 018 635200 3. 141592653228087534734378
6 grrear 5253520913153 T974502 684 105089 789 849 600 3. 141592653572880827785241
7 % m 156139381316598135680805936273919578958211717158172260307 3.141592653588972704940778
8 s 2292288 170384640 “§55331 252335 21 642 907 031 961 600 3. 141592653589752275236178
9 iesier I3 TI3845 52055757 76452 075 561 199 303550 405 613677660 3. 141592653589791146388777
10 % 2278 6114:1(;5: 7928 565760 2864542235].9968247356439382904:J’4?i'—'>204576;‘067645307&_’4442979":’583623890203 3 141592653589793129614171
11 goresr 39351244081 17284048 1417615308 416 48 304 675 536 454 126 187809600 3. 141592653589793232711292
12 o1 5515953192213 728460500 “565 721036 843 605 620330 411 670 05 588 631,081 676 600 3. 141592653589793238154766
13 % 2551413 0377:935 138672640 27472263‘11()857?;01537278058631%29952?3318].(;3599726235].9772('358091153;30360(’)35252322126226%%9 3 141592653589793238445978
14 e T630024274 276 JG6SOREISETs 164778570468 280001 896 408 614883 427 41773042 630851 142 400 3. 141592653589793238461732
15 292333;11225 266064784 682527901 005312000 2980467216274833870577j-52504205238357978709224137333861889528389590]-7292787:]-571:]-753146476382083315248:]-32270:]-0409 3. 141592653589793238462593
16 1314503 TSTII IS0 CI0TATIIIE 26541130516 176 o7 176 S8 SeT IS 1T 68T T Ta s 1T TegTsdsigco0 O 141592653589793238462641
17 500745 7083 9548TA604 326 45325TATTIRO 290923 198 244 402 440 201 873613007 635 692 056 068 446 263 002 764 16701 degone 3 141592653589793238462643

Voir auss Calcul numérique du nombre x a plus de 120 décimales: http://www.del eze.name/marcel/culture/pi/decimal es/index.html

3. Transcendance du nombre

m Les problemes de quadrature

Considérons par exemple |e probléme de la quadrature du parallélogramme:
un parallélogramme étant donné, construire - avec laregle et le compas - un carré de méme aire.
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1° le parallélogramme est transformé en un rectangle de dimensionsp, g;
2° au moyen du théoréme de la hauteur, on construit h tel que h? = pg;

3° le carré de coté h est solution.

m La quadrature du cercle
Un disgue étant donné, construire - avec larégle et le compas - un carré de méme aire.
Pendant des siécles, de nombreux mathématiciens ont effectué de nombreuses recherches sur ce probléme, sans succes.

En 1882, I'allemand Ferdinand Lindemann démontraque 7 est un nombre transcendant (c'est-a-dire qu'il ne vérifie aucune équation a coefficients entiers). Une conséquence de ce théoreme
d'algébre est que le probléme de la quadrature du cercle n'a pas de solution.

Une autre conséquence est que 7 est un nombre irrationnel (en particulier 7 + 3.1416 et 7+ 27—2 .

m Lien hypertexte vers la page mére: Les mathématiques dans la culture générale

http://www.del eze.name/marcel/culture/




